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 Graf yang memiliki sifat self-similar telah terbukti memiliki representasi 

presisi dan akurat terhadap struktur dunia nyata. Struktur tersebut meliputi 

koneksi jaringan, enkripsi, rima puisi, algoritma pencarian, dan sebagainya. 

Sering kali sifat-sifat suatu graf dapat dilihat dan ditentukan dengan cara 

memecah atau mendekomposisi graf tersebut ke dalam bagian-bagian yang 

lebih kecil yang mengkonstruksi graf tersebut. Kita dapat memeriksa graf 

konstriktor tersebut untuk mendapatkan sifat-sifat graf yang disusunnya. Pada 

tahun 2014 penulis mendefinisikan graf flake sebagai graf yang disusun dari 

operasi berurutan dan bertalian dari graf komplit yang mana, dengan suatu 

algoritma embedding tertentu, bentuk geometri yang dihasilkan berbentuk 

serpih (flake) salju. 

Masalah umum yang melatarbelakangi pelabelan radio telah dikenal luas 

sebagai solusi untuk masalah penetapan saluran radio (atau sebarang koneksi 

nirkabel). Tujuannya adalah untuk menetapkan saluran radio sedemikian 

sehingga tidak ada gangguan frekuensi antar pemancar radio yang dekat secara 

geografis dan memiliki jangkuan dan frekuensi yang berbeda-beda. 

Artikel ini membahas radius, diameter, dan bilangan radio dari graf flake. 
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1. PENDAHULUAN 
Pada tahun 2013 peneliti mendefinisikan dan meneliti graf (𝐿𝑆)𝑟(𝐺), sedangkan pada tahun 2014 peneliti 

mengenalkan flake graph fl[𝑟] dan meneliti beberapa sifat dasar dari graf tersebut. Pada penelitian ini peneliti akan 

membahas mengenai diameter, radius, center, dan bilangan radio dari graf fl[𝑟]. 
Pelabelan radio pada graf dimotivasi oleh munculnya permasalahan mengenai frequency assignment 

problem (FAP). Permasalahan tersebut terletak pada penentuan frekuensi radio untuk suatu transmitter pada lokasi 

yang berbeda tanpa mengakibatkan adanya gangguan akibat tumpang tindihnya frekuensi sekaligus meminimalkan 

rentang frekuensi yang dihasilkan. FAP sangat berperan dalam jaringan nirkabel dan telah dipelajari untuk 

masalah-masalah penting dalam frekuensi radio. Menyelesaikan FAP dengan pelabelan adalah sebagai berikut: (1) 

diberikan sejumlah transmitter yang akan ditentukan frekuensinya dan data sejumlah gangguan frekuensi untuk 

masing-masing transmitter; (2) Tentukan frekuensi radio masing-masing transmitter sedemikian sehingga tidak 

terjadi gangguan frekuensi dan minimalkan rentang frekuensi tersebut. 

Pada penelitian ini penulis membatasi pembahasan bilangan radio fl[𝑟] pada dua variannya, yaitu 

bilangan 1-radio dan bilangan (𝑑, 1)-radio dimana 2 ≤ 𝑑 ≤ diamfl(𝑟). 
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2. KAJIAN PUSTAKA 

1. Graf 

Graf 𝐺 merupakan himpunan disjoin (𝑉, 𝐸) dimana 𝐸 merupakan subset dari 𝑉[2] dari barisan terurut 𝑉. 

Pada penelitian ini penulis hanya akan meneliti graf berhingga. Artinya, 𝑉 dan 𝐸 kedua-duanya adalah himpunan 

yang berhingga. 𝑉 adalah himpunan titik, sedangkan 𝐸 adalah himpunan sisi. Misal 𝐺 suatu graf, maka 𝑉 = 𝑉(𝐺) 

merupakan himpunan titik 𝐺 dan 𝐸 = 𝐸(𝐺) merupakan himpunan sisi dari 𝐺. Suatu sisi {𝑥, 𝑦} dinotasikan dengan 

𝑥𝑦. Jika 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐺), maka 𝑥 dan 𝑦 disebut bertetangga atau titik 𝑥 incident terhadap titik 𝑦. Dua buah sisi disebut 

bertetangga jika memiliki sebuah titik yang sama sebagai salah satu ujungnya.[1] 

2. Clique dan bilangan independen 

Bilangan bulat terbesar 𝑟 sedemikian sehingga 𝐾𝑟 ⊆ 𝐺 disebut sebagai bilangan clique 𝜔(𝐺) dari suatu 

graf 𝐺. Sedangkan suatu bilangan terbesar 𝑟 sedemikian sehingga 𝐾𝑟
̅̅ ̅ ⊆ 𝐺 (terinduksi) merupakan bilangan 

independen 𝛼(𝐺) dari 𝐺. Jelas terlihat bahwa 𝛼(𝐺) = 𝜔(𝐺̅) dan 𝜔(𝐺) = 𝛼(𝐺̅).[1] 

3. Pelabelan radio 
Termotivasi oleh masalah penentuan frekuensi stasiun radio FM dari Federal Communication 

Commission Amerika Serikat Chartrand dkk [2] mengenalkan radio 𝑘-coloring dari suatu graf. Aturan 

pelabelannya adalah sebagai berikut: untuk sebarang bilangan asli 𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺), suatu radio k-coloring 𝑓 

dari graf 𝐺 adalah pemasangan bilangan asli tersebut ke setiap titik di 𝐺 sedemikian sehingga  

|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≥ 1 + 𝑘 − 𝑑(𝑢, 𝑣) 
untuk setiap titik berbeda 𝑢 dan 𝑣 di 𝐺. Notasi 𝑑(𝑢, 𝑣) menyatakan jarak dari titik 𝑢 ke titik 𝑣. 

Rentang 𝑟𝑐𝑘(𝑓) dari radio k-coloring 𝑓 untuk 𝐺 adalah bilangan asli terbesar yang menjadi label suatu 

titik di 𝐺. Rentang minimal radio 𝑘-coloring dari 𝐺 disebut sebagai bilangan radio k-chromatic 𝑟𝑐𝑘(𝐺).[3] 

4. Pelabelan 𝐿(2,1) dan 𝐿(𝑑, 1) 
Salah satu varian dari pelabelan radio adalah pelabelan 𝐿(2,1) dan 𝐿(𝑑, 1). Pelabelan 𝐿(2,1) dari suatu 

graf 𝐺 merupakan pemetaan dari himpunan titik di graf 𝐺 ke bilangan bulat tak negatif sedemikian sehingga label 

dari titik-titik yang bertetangga memiliki selisih paling tidak dua, dan titik-titik yang berjarak dua memiliki label 

yang berbeda. Rentang dari pelabelan tersebut adalah label maksimum yang digunakan.[4] 

Definisi dari pelabelan 𝐿(𝑑, 1) mengikuti definisi dari pelabelan 𝐿(2,1). Rentang minimum dari 

pelabelan 𝐿(𝑑, 1) dinotasikan dengan 𝜆𝑑,1. 

 

Definisi 1. Flake graph fl[𝑟] adalah graf yang dibangun dari 𝐾𝑟  dan 𝑟 buah fl[𝑟 − 1] dengan menghubungkan 

langsung semua titik clique dari fl[𝑟 − 1] ke satu dan hanya satu titik di 𝐾𝑟  yang berderajat 𝑟 − 1. fl[2] adalah suatu 

lintasan dengan empat buah titik, 𝑃4.[5] 

Sebagai ilustrasi perhatikan Gambar 1 dan Gambar 2. 

 

Teorema 1.[5] Untuk setiap 𝑖 ≤ 𝑟, banyaknya fl[𝑖] ⊆ fl[𝑟] adalah 

|fl[𝑖]| =
𝑟!

𝑖!
 

Teorema 2.[5] Bilangan clique dari fl[𝑟] adalah 𝜔(fl[𝑟]) = 𝑟. 

Teorema 3.[4] Masalah pelabelan 𝐿(2,1) dengan rentang 𝑘 dapat diselesaikan dalam waktu 

𝑂((𝑘 − 1)𝑛) 

Definisi 2.[6] Suatu pelabelan 𝐿(𝑑, 1) atas graf 𝐺 adalah fungsi 𝑓: 𝑉(𝐺) → ℤ sedemikian sehingga jika 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐺), 

maka |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 𝑑 dan jika jarak dari 𝑥 ke 𝑦 adalah dua maka |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 1. 

Teorema 4.[7] Misal 𝑃𝑛 adalah suatu lintasan dengan jumlah titik 𝑛. Maka (i) 𝜆2,1(𝑃2) = 2; (ii) 𝜆2,1(𝑃3) =

𝜆2,1(𝑃4) = 3, dan (iii) 𝜆2,1(𝑃𝑛) = 4 untuk 𝑛 ≥ 5. 

Teorema 5.[7] Misal 𝐺 adalah suatu graf. Maka 𝜆2,1(𝐺) ≤ Δ2 + 2Δ. 

Teorema 6.[8] Misal 𝐺 adalah suatu graf. Maka 𝜆2,1(𝐺) ≤ Δ2 + Δ. 

Teorema 7.[9] Misal 𝐺 adalah suatu graf. Maka 𝜆2,1(𝐺) ≤ Δ2 + Δ − 2. 

Definisi 3.[10] Graf chordal adalah graf dimana setiap cycle dengan panjang lebih dari tiga memiliki chord. 

Graf chordal memiliki banyak bentuk aplikasi, khususnya di bidang Biologi. Salah satu contohnya adalah 

phylogenetic trees yang digunakan dalam memodelkan sejarah evolusi spesies, protein, dan lain sebagainya.[10] 

Teorema 8.[6] Jika 𝐺 adalah suatu graf chordal dengan derajat maksimum Δ, maka 
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𝜆𝑑,1(𝐺) ≤
(2𝑑 + Δ − 1)2

4
 

Teorema 9.[6] (1). Jika 𝐺 adalah suatu graf chordal 𝑂𝑆𝐹, maka 𝜆𝑑,1(𝐺) ≤ 𝑑Δ; (2). Jika 𝐺 suatu graf chordal SF, 

maka 𝜆𝑑,1(𝐺) ≤ Δ + (2𝑑 − 2)(χ(G) − 1). 

Teorema 10.[11] Misal 𝐺 adalah graf. Maka 𝐺 adalah graf chordal jika dan hanya jika setiap separator titik 

minimalnya adalah komplit. 

Teorema 11.[11] Misal 𝑮 adalah graf chordal. Maka 𝑮 memiliki titik simplicial. Jika 𝑮 bukan graf komplit, maka 𝑮 

memiliki dua titik simplicial yang tidak bertetangga. 

 

   
 

Gambar 1. fl[3] and fl[4] 

 

Misal 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah suatu graf dan 𝑈 ⊂ 𝑉. 𝐷𝐺(𝑣, 𝑈) menotasikan jarak maksimum dari titik 𝑣 ke semua titik 

yang ada di 𝑈. Untuk suatu titik 𝑣, eccentricity dari 𝑣,𝑒𝑐𝑐𝐺(𝑣), merupakan jarak maksimum 𝑣 ke sebarang titik di 𝐺, 

atau max
u∈V

{𝑑𝐺(𝑣, 𝑢)} bisa juga ditulis 𝐷𝐺(𝑣, 𝑈). Diameter dari suatu graf 𝐺 merupakan eccentricity maksimum dari 

sebarang titik di 𝐺. Radius dari suatu graf 𝐺 adalah eccentricity minimum dari semua titik di 𝐺, dan center dari graf 

𝐺 adalah titik-titik yang memiliki nilai eccentricity yang sama dengan radius.[12] 
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PEMBAHASAN 

Teorema 12. Diameter dari fl[𝒓] adalah 𝒅𝒊𝒂𝒎fl[𝒓] = 𝟐𝒓 − 𝟏. 

Bukti. Dari definisi, suatu graf fl[𝑟] terbentuk atas 𝑟 buah fl[𝑟 − 1] dan suatu 𝐾𝑟  yang dihubungkan dengan suatu 

aturan tertentu. Misal 𝑢, 𝑣 ∈ fl[𝑟] dan 𝑢-𝑣 memiliki jarak maksimal di fl[𝑟], maka pasti 𝑢 dan 𝑣 berderajat satu. 

Karena jika 𝑢 atau 𝑣 berderajat 𝑛 > 1 maka lintasan 𝑢 − 𝑣 bisa kita perpanjang hingga ke titik yang berderajat satu. 

Misal 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑟  adalah subgraf terinduksi dari fl[𝑟] dimana 𝐺𝑖 isomorf terhadap fl[𝑟 − 1]. Jika 𝑣 ∈ 𝑉(fl[𝑟]) 

adalah titik terjauh dari 𝑢, maka 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺𝑖) dan 𝑢 ∈ 𝑉(𝐺𝑗) untuk 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑟} dan 𝑖 ≠ 𝑗. 

Jarak 𝑢 dan 𝑣 ke titik 𝐾𝑟 ⊂ fl[𝑟] adalah 𝑟 − 1. Karena untuk suatu titik 𝑤 ∈ 𝑉(𝐾𝑟) ⊂ fl[𝑟] maka lintasan 𝑢 − 𝑤 atau 

𝑣 − 𝑤 dibangun oleh 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑟  dimana 𝑥𝑖 ∈ 𝑉(𝐾𝑖) ⊂ fl[𝑖]. Dengan demikian jarak 𝑢 ke 𝑣 adalah 2𝑟 − 1.  ∎ 

 

Teorema 13. Center dari fl[𝒓] adalah titik-titik {𝒗 ∈ 𝑲𝒓 ⊂ fl[𝒓]} dimana 𝒗 berderajat 𝟐(𝒓 − 𝟏). 

Bukti. dari Teorema 12 kita tahu bahwa jika 𝑢, 𝑣 ∈ fl[𝑟] adalah titik terjauh, maka lintasan 𝑢 − 𝑣 selalu melewati 𝐾𝑟  

dari Definisi 1. Dari definisi tersebut 𝑣 ∈ 𝑉(𝐾𝑟) ⊂ fl[𝑟] yang dimaksud berderajat 2(𝑟 − 1). ∎ 

Teorema 14. Radius dari fl[𝒓] adalah 𝐫𝐚𝐝(fl[𝒓]) = 𝒓. 

Bukti. Dari Teorema 13 mudah dilihat bahwa eccentricity minimal dari graf fl[𝑟] adalah 𝑟. ∎ 

Gambar 2. fl[7] 
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Teorema 15. Bilangan 1-radio dari graf fl[𝒓] adalah 𝝀𝟏(fl[𝒓]) = 𝒓 − 𝟏. 

Bukti. Dari definisi fl[𝑟] diketahui bahwa 𝜔(fl[𝑟]) = 𝑟. Dengan demikian 𝜆1(fl[𝑟]) ≥ 𝑟 − 1. 

Misal 𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑟−1 adalah center dari fl[𝑟] dan 0,1, … , 𝑟 − 1 berturut-turut adalah label dari 𝑣𝑖. Tanpa mengurangi 

perumuman, misal 𝐺 adalah fl[𝑟 − 1] yang bertetangga dengan 𝑣0. Kita bisa melabeli center dari 𝐺 dengan 

1,2, … , 𝑟 − 1. Secara umum kita bisa melabeli semua center dari fl[𝑟 − 1] yang bertetangga dengan 𝑣𝑖 dengan label 

𝑗 = 0,1, … , 𝑟 − 1 dimana 𝑖 ≠ 𝑗. Jika kita melakukan algoritma ini secara induktif hingga ke fl[1], maka kita peroleh 

pelabelan yang tidak melebihi 𝑟 − 1. Dengan demikian 𝜆1(fl[𝑟]) = 𝑟 − 1. 

 ∎ 

Teorema 16. Batas atas pelabelan 𝑳(𝒅, 𝟏)dari fl[𝒓] adalah 𝝀𝒅,𝟏(fl[𝒓]) ≤ 𝟐𝒅(𝒓 − 𝟏). 

Bukti. Dari definisi fl[𝑟], kita peroleh beberapa sifat khusus diantaranya: 

1. fl[𝑟] adalah graf chordal, karena tidak ada 𝐶𝑛: 𝑛 ≥ 4 yang merupakan subgraf terinduksi dari fl[𝑟]. 
2. fl[𝑟] tidak memuat 𝑛-sun sebagai subgraf terinduksinya, dengan demikian fl[𝑟] 
dengan demikian dari Teorema 9 maka  

𝜆𝑑,1(fl[𝑟]) ≤ Δ + (2𝑑 − 2)(χ(G) − 1)

= 2(𝑟 − 1) + (2𝑑 − 2)(𝑟 − 1)

= 2𝑑(𝑟 − 1)

 

 ∎ 

Teorema 17. Batas bawah dari pelabelan 𝑳(𝒅, 𝟏) dari fl[𝒓] adalah 𝝀𝒅,𝟏 ≥ 𝒅(𝒓 − 𝟏) 

Bukti. Karena 𝜔(fl[𝑟]) = 𝑟 maka paling sedikit kita bisa melabeli clique tersebut dengan label 0, 𝑑, 2𝑑, … , 𝑑(𝑟 − 1). 

Dengan demikian 𝜆𝑑,1 ≥ 𝑑(𝑟 − 1). ∎ 

Batas bawah tersebut relatif trivial dan mudah ditemukan, mengingat graf ini merupakan kelas graf yang relatif baru, 

maka belum banyak dilakukan penelitian seputar batas bawah rentang 𝐿(𝑑, 1) dari graf fl[𝑟]. 

 

KESIMPULAN 

Dari penelitian yang dilakukan, diperoleh kesimpulan: 

1. Diameter dari fl[𝒓] adalah 𝒅𝒊𝒂𝒎fl[𝒓] = 𝟐𝒓 − 𝟏. 

2. Center dari fl[𝒓] adalah titik-titik {𝒗 ∈ 𝑲𝒓 ⊂ fl[𝒓]} dimana 𝒗 berderajat 𝟐(𝒓 − 𝟏). 

3. Radius dari fl[𝒓] adalah 𝐫𝐚𝐝(fl[𝒓]) = 𝒏 − 𝟏. 

4. Bilangan 1-radio dari graf fl[𝒓] adalah 𝝀𝟏(fl[𝒓]) = 𝒓 − 𝟏. 

5. Batas atas pelabelan 𝑳(𝒅, 𝟏)dari fl[𝒓] adalah 𝝀𝟐,𝟏(fl[𝒓]) ≤ 𝟐𝒅(𝒓 − 𝟏). 

6. Batas bawah dari pelabelan 𝑳(𝒅, 𝟏) dari fl[𝒓] adalah 𝝀𝟐,𝟏 ≥ 𝒅(𝒓 − 𝟏). 
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