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1. PENDAHULUAN

Salah satu bagian dalam bidang matematika yang terus berkembang adalah matematika analisis.
Terkadang dalam pengembangan tersebut, diperlukan perluasan definisi, seperti definisi ukuran yang sudah
dikenal selama ini bernilai real, untuk keperluan tertentu. Sebagai contoh, Boccuto, Riecan, dan Vrabelova [2]
dalam mendefinisikan jumlah Riemann (Riemann sum) fungsi f: T — R, dengan R ruang Riesz, adalah

n

S(F.D) = ) f(tDn(ED
i=1

dengan D = {(E; t;),i =1,2,...,n} partisi 6-fine atas T dan p ukuran bernilai Riesz R, yakni u:X - R
dengan X merupakan aljabar-o atas semua himpunan bagian Borel dari T. Dalam definisinya, mereka
berasumsi bahwa R ruang Riesz lengkap Dedekind. Sekarang, jika diambil R = C[a, b] ruang atas semua
fungsi kontinu bernilai real yang terdefinisi pada selang tertutup dan terbatas [a, b] yang merupakan ruang
Riesz yang tidak lengkap Dedekind, ini menarik untuk membahasnya karena p menjadi ukuran bernilai
Cla, b]. Sebelumnya, Ghoussoub [3] telah membahas ukuran bernilai ruang Riesz, bahkan lebih awal lagi,
Wright [7] juga telah membahas ukuran bernilai ruang terurut parsial.

Tahun 2014, Ubaidillah dkk [5] telah membahas suatu ukuran bernilai C[a, b], namun definisi ukuran
tersebut masih pada koleksi tertentu saja dan belum pada himpunan kuasanya. Hasil ukuran tersebut kemudian
digunakan Ubaidillah dkk [6] untuk mengkonstruksi integral Henstock-Kurzweil di dalam ruang C[a, b].
Tujuan dari tulisan ini adalah mengkonstruksi suatu ukuran bernilai C[a, b] yang terdefinisi pada himpunan
kuasa 2¢[@?] dengan melalui ukuran luar. Dalam tulisan ini, terlebih dahulu dikonstruksikan suatu ukuran luar
pada C[a, b] kemudian membangkitkan ukuran melalui ukuran luar tersebut dengan membatasi pada aljabar-
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onya saja. Beberapa sifat ukuran bernilai C[a, b] juga akan dibahas dalam tulisan ini.
2. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam seksi ini akan dikonstruksi suatu ukuran bernilai C[a, b] dengan terlebih dahulu mengkonstruksi
ukuran luar. Untuk keperluan hal-hal tersebut, diperlukan perluasan sistem C[a, b] dan pengertian aljabar-o
himpunan pada C[a, b]. Perluasan sistem C[a, b] sebagai berikut

Cla, b] = C[a, b] U {—o, x}

yang disebut dengan sistem C[a, b] yang diperluas. Elemen 7,s € C[a, b] dengan r = o dan s = —
mempunyai arti berturut-turut r(x) = o dan s(x) = —oo untuk setiap x € [a, b]. Operasi-operasi aljabar
antara simbol +oo dan elemen f € C[a, b] sebagai berikut

(1). —oo < f < oo untuk setiap f € Cla, b]

(i1). f 4+ o = oo dan f — o0 = —oo untuk setiap C[a, b]

(iii). f -0 = oo dan f - (—) = —oo untuk setiap f € C[a, b] dengan f > 0

(iv). f - 00 = —oo dan f - (—o0) = oo untuk setiap f € C[a, b] dengan f < 0

(V). ©+4 o = oo dan —oo + (—00) = —oo, dan

(vi).@-0=0-(—0) =0

Selanjutnya, diberikan pengertian aljabar-o himpunan yang diambilkan dari [1].

Definisi 1. Diberikan himpunan X # @. Koleksi A € 2% yang mempunyai sifat-sifat
(1. 0eA

(ii). AEA=>A€ A

(iii). {A,} €A => Uj =14, EA

disebut aljabar-o himpunan pada X.

Pasangan X dan A aljabar-o himpunan padanya, (X, A), disebut ruang terukur dan setiap anggota
dari ruang terukur disebut himpunan terukur. Beberapa sifat aljabar-o himpunan diberikan dalam dua
teorema berikut yang buktinya dapat dilihat di [4].

Teorema 2. Jika A aljabar-o himpunan pada X, maka
(i).ABEA=>ANBEA
(ii))ABEA=>A—-—BEA

(iii). ABEA=>(A—-B)U(B—A) EA.

Teorema 3. Jika (X, A) ruang terukur dan {A,} € A maka terdapat {B,} € A sehingga B; N B; = @
untuk i # j dan Up—; B, =Un=; 4,

2.1. Ukuran Luar

Dalam subseksi ini akan dikonstruksi ukuran luar dan aljabar-a himpunan pada C[a, b] yang dibangkitkan
melalui ukuran luar pada C[a, b]. Untuk mengawali hal itu, diberikan pengertian ukuran luar pada C|a, b].

Definisi 4. Fungsi himpunan p*: 2€1%P1  C[a, b] yang memenunhi sifat-sifat

(i). w*(A) = 6, untuk setiap A < C[a, b]

W@ =0
(ii). A,B<SCla,b]dan A < B = u*(4) < u*(B)
(iii). {4} € Cla, b] = p*(Up=14,) < Yooy 1 (4y)

disebut ukuran luar pada C[a, b].

Untuk f, g € C[a, b], selang-selang terbuka di dalam C[a, b] dinyatakan dengan (f, ), (—x, f), (f, 9)
asalkan f < g, atau C[a, b] sendiri, dan koleksi semua selang terbuka di dalam C[a, b] dan himpunan kosong
dinyatakan oleh J. Jika I,] € J, mudah dipahami bahwa InJ € J dan jika INn]J# @ maka U] € J.
Selanjutnya, jika f, g € C[a, b] dengan f < g, didefinisikan fungsi ¢: 7 — C[a, b] dengan

2 Jjikal =@
() =439-f ,jikal=(fg)
o0 Jjika I = (f,0),1 = (—o, f)atau I = C[a, b]
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Diperhatikan bahwa £(I) senantiasa ada di dalam C[a, b] dan £(I) > 6 untuk setiap I € J. Untuk selanjutnya,
koleksi semua {I,,} < J sehingga A < U5_, I, dinyatakan dengan P (A). Diperhatikan bahwa, untuk setiap
E < A berlaku P(A) € P(E).
Lemmab. Jikal,J € JdanINnJ # @, maka

LU +eAn]) =)+ ().

Bukti: Anggap I = (f;,9,) dan ] = (f3,g,) dengan f; < g4, f> < g, dan f; < f,. Karena I N J # @, maka
diperoleh I nJ = (f,,g,) dan 1 U] = (fi, g,)- Oleh karena itu, diperoleh

v +ednj)=0g2—f)+ @1 —f2) =091 — f1)+ (92— f2) = D) + LQ). ]

Selanjutnya didefiniskan pemetaan ji: 2€1%?! - (C[a, b] dengan

(4) = inf{Z 0(1,): {I,} € P(A)

n=1

, untuk setiap A € C|a, b]

asalkan infimum tersebut ada.
Koleksi semua A < C|a, b] sehingga i(A) ada dinyatakan dengan M [a, b].

Lemma 6. Diberikan A, B € C[a, b] dengan A € B. Jika A, B € M|a, b], maka 1(4) < (B).
Bukti: Diberikan A, B € M [a, b]. Karena A € B, diperoleh

P(B) € P(A).
Oleh karena itu dipewroleh B
{Z (Ui (1) € PB) [Z (1) {1} € ?(A)} (1)
n=1 n=1
Karena 4, B € M|a, b], makg kedua himpunan pada ruas kiriwdan kanan (1) mempunyai infimum dan diperoleh
A(4) = inf {Z (- () € ?(A)] < inf [Z (0): {1} € ?(B)] = a®). .
n=1 n=1

Jika A € M[a, b], maka untuk setiap bilangan € > 0 terdapat {I,,} € P (A) sehingga berlaku
A < ) €0 < /(B) + e,
dan berlaku sebaliknya. i
Teorema 7. Diberikan 4, B € CJa, b]. Jika A,B € M[a, b], maka AU B € M|a, b].
Bukti: Untuk setiap ¢ > 0, terdapat {I,} € P(A)wsehingga berlaku
) < ) ) < )+
dan terdapat {J,,} € P(B) sehingga berlaku 7;:1
EB) < ) (G, < (B + -
Jika {I, U J,,} dinyatakan sebagai {D,,} < (070 mgzé {D"éo} € P(A U B) dan berdasarkan Lemma 5, diperoleh
A+ E(B) < ) LU+ Y €0y) < (A + {(B) + e
atau } " :zl
)+ AB) < ) 6D+ ) Ll 0 y) < A + E(B) + ze
m=1 n=1

Dengan demikian, diperoleh

f(A) +a(B) —i(AnB) < Z t(Dy,) < i(A) + i(B) —i(ANB) + ¢e.. u

m=1
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Sebagai akibat dari Teorema 7, diperoleh hasil berikut.

Akibat 8. Diberikan A; € C[a, b] untuk setiap i = 1,2, ..., n. Jika A; € M[a, b] untuk setiap i = 1,2, ..., n,
maka U™, 4; € M[a, b].

Lemma 9. Jika {4,} € M][a,b] dengan (A,) = 6 untuk setiap n € N, maka U;—; 4, € M[a, b] dan
p(Un=14,) = 6.
Bukti: Untuk setiap £ > 0 dan setiap n € N, diambil {I}} e ?(An) sehingga berlaku

Z D) < had

Jika {I7’} dinyatakan dengan sebagai {D }c J maka {Dm} € ?(U;’f_lAn) dan diperoleh

o< Zf(Dm)_ZZf(zg)<zzn_

n=1k=1
Jadi, Up=; 4, € M|a, b]danu(Un 1A )=206.

Lemma 10. Diberikan {4,} € M|a, b]. Jika Uy_; 4, € Jv[ [a, b], maka

(U )z zum,g

Bukti: Diambil A € M[a, b] dan {A,,} S M|a, b] sehingga A S U;—; 4,,. Untuk setiap € > 0 dan setiap n €
N, diambil {B}} < J sehingga berlaku

Z (BY) < o + (AL,

Jika {B}}'} dinyatakan dengan sebagal {D } C J, maka A < Up_1 Dy, dan diperoleh

) < Z (D) = Z Z «Bp) < Z ( + u(An)) = ce + Z 4. .

n=1k= n=1

Selanjutnya, dibentuk koleksi-koleksi himpunan
M;i[a,b] = {X € Cla,b]: X & M|[a, b],terdapat Y € M[a, b] dengan X € Y dan a(¥) = 6}
M,[a,b] = {X € Cla,b]: X & M[a,b] terdapatV;,Y, € M[a,b] dengan¥; S X €Y,
dan 8 < i(Y;) < oo,i = 1,2}
Msla,b] = {X € Cla,b]: X & M[a,bl,X &€ M,[a,bl,X &€ M,[a,b]}
dan didefinisikan fungsi u*: 2¢%?1 - C[a, b] dengan

9, A € My[a, b]
wa = A g @
fi(B), A € M;[a,b] dengan A € B € M[a,b] danu*(B —A) =0
0, A € M;|a, b]

Akan ditunjukkan C[a, b] well-defined.
Diperhatikan bahwa M;[a, b] N M;[a, b] = @ untuk setiap i,j = 1,2,3 dan i # j dan M;[a, b] N M[a,b] = @
untuk setiap i,j = 1,2,3.
Dari koleksi M;[a, b], diperoleh
M3 [a' b] = (]\/[[a,b])c n (Ml[alb])c n (MZ [a, b])C
= (M[a, b] U My[a, b] U M,[a, b])¢
(Ms[a, b])¢ = M[a, b] U M;[a, b] U M;,[a, b]

Teorema 11. Diberikan A,B < C[a, b]. Jika A € B, maka u*(A) < u*(B).

Bukti: Akan dibuktikan per kasus.

Kasus u*(B) = oo. Cukup jelas berlaku u*(4) < u*(B).

Kasus u*(B) = 6. Ini berakibat A € M[a,b] atau A € M;[a,b] dan u*(4) = 6. Dengan menggunakan
Lemma 6, diperoleh p*(4) < u*(B).

Kasus 6 < u*(B) < . Ini berakibat B € M[a, b] atau B € M,[a, b]. Dengan menggunakan Lemma 6,
diperoleh u*(4) < p*(B). Bukti telah lengkap. ]
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Lemma 12. Diberikan 4, B < C[a, b]. Jika A € M[a, b] dan u*(B) = 6, maka u*(A U B) = u*(A)

I (U An> < Z 1 (An)
n=1 n=1
Bukti: Ambil sebarang {4,,} € C[a, b]. Jika terdapat 4,, sehingga u*(4,) = oo, bukti selesai.
Selanjutnya, dianggap u*(4,,) < oo untuk setiap n € N.
Dibentuk himpunan-himpunan
I ={neN: A4, € M|a,bl}
I, ={n e N: 4, € M,[a,b]}
I, ={n € N: A, € My[a,b]}
Untuk setiap n € I, terdapat X,, € M[a, b] dengan 4,, € X,, dan a(X,,) = 6.
Untuk setiap n € I,, terdapat ¥,, € M [a, b] dengan 4,, € Y, dan u*(Y,, — 4,) = 6.
Oleh karena itu, diperoleh hubungan

U=l av Jav 4
n=1

Teorema 13. Jika {4,,} € C]a, b], maka

nel nely nel,
g| |Anul |XnU| |Yn.
nel nely nel,

Jika Yo, u*(A,) = 6, maka u*(A,) = 6 untuk setiap n € N. Akibatnya I, = @. Karena ji(4,) = 0 = a(X,)
untuk setiap n € I U I, berdasar Lemma 9, diperoleh

UA"U UX" € Ma,b]

nel nely

(Uao Jn)=o.

nel nely

dan

Berdasarkan Teorema 11, diperoleh

9Su*<UAn>Su* UAnU an .y UAnU an -0.

n=1 nel nely nel nel;

Jika 8 < Y-, u*(4,) < oo, maka untuk setiap £ > 0 terdapat K € N sehingga Yok 41 4" (4,,) < ge. Oleh
karena itu, berdasar Teorema 11, Lemma 12 dan Akibat 8, diperoleh

(090w ) 00

=1 = n=K+1

n=1
<y UA"U UY" =q A, U UY"

nel nel, nel nel,

< ) A+ ) )

nel nel,

=D WA+ Y Ay

nel nel,

= z’(: n(An) < i 1 (An).

Bukti telah lengkap. ]

Teorema 14. Fungsi u* yang didefinisikan pada (2) merupakan ukuran luar pada C[a, b].
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Bukti : Akan dibuktikan p* memenuhi sifat-sifat di dalam Definisi 4.

Pertama, akan dibuktikan u*(A) > 6 untuk setiap A € 2¢[*?! dan u* (@) = 6.

Karena fi(A) = 6 untuk setiap A € M[a, b] dan berdasarkan definisi u* pada (2), diperoleh u*(A4) = 6 untuk
setiap A € 2¢1@b],

@ € P(0) dan £(@) = 6, karena itu disimpulkan @ € M [a, b] dan u*(@) = (@) = £(0) = 6.

Selanjutnya, berdasarkan Teorema 11, diperoleh sifat setiap A € B < C[a, b] berlaku u*(4) < u*(B).

Untuk membuktikan sifat (iii) di dalam Definisi 4, berdasarkan Teorema 13, diperoleh untuk setiap {4,} <
Cla, b] berlaku " (Up=1 4,) < Xnzq 47 (4n).

Jadi, u* merupakan ukuran luar pada C[a, b]. ]

Definisi 15. Himpunan E < C|a, b] dikatakan terukur-p*, jika setiap A € C[a, b] benar bahwa
WA =pAnE) +u (AnES).
Untuk setiap A € C[a, b], benar bahwa A = (A N E) U (A N E©), sehingga menurut sifat (iii) di dalam
Definisi 4, diperoleh
WA <p(ANnE)+u (AnECS).

Oleh karena itu diperoleh definisi baru sebagai berikut: himpunan A < C|a, b] dikatakan terukur-u*, jika setiap
A € (C|a, b] berlaku

WA =p(ANE)+u*(AnES).

Teorema 16. Jika u*(E) = 6, maka E terukur-u*.

Bukti: Untuk setiap A € C|[a, b], berlaku A N E € E dan berdasarkan sifat (ii) Definisi 4, diperoleh 6§ <
wW(ANE) <u(E) =6.Dengan katalain y* (AN E) = 6.
Di sisilain, A 2 A N E€ sehingga diperoleh

WA= ANE) =0+ "(ANE) =pu*(AnE)+u (AN E). [
Teorema 17. Pernyataan-pernyataan berikut bernilai benar
(i). 6 dan CJa, b] terukur-u*.
(ii). Jika E < C[a, b] terukur-u*, maka E€ terukur-u*.
(iii). Jika E;, E, € C|a, b] terukur-u*, maka E; U E, dan E; N E, keduanya terukur-u*.
Berdasarkan Teorema 17, diperoleh akibat berikut

Akibat 18. Jika E;, E,, ..., E, masing-masing himpunan terukur-u*, maka himpunan
n n

U Ei dan ﬂ Ei
i=1 i=1

keduanya terukur-p*.

Teorema 19. Jika E;, E,, ..., E,, saling asing dan terukur-u*, maka untuk setiap A < C[a, b] berlaku
n n
i=1 i=1

Bukti: Akan dibuktikan dengan induksi matematika.
Jelas teorema benar untuk n = 1. Selanjutnya, anggap teorema benar untuk himpunan-himpunan

E,, E,, ..., E,_4, yakni benar bahwa
n-1 n-1
u*(An UEk> = wUnky,
k=1 k=1

untuk setiap A € C|[a, b].
Karena E,, E,, ..., E,,_; saling asing, dipunyai

n

An( Ek>nEn=AnEn
k=1

dan

Suatu Ukuran Bernilai C[a,b]
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An(QEk>nEnc =An<UEk>.

k=1
Karena E,, terukur-u*, maka diperoleh

n n n
u*(An UEk> =,u*<An<UEk>nEn>+u*<An< Ek>nEnC>
k=1 k=1 k=1
n—-1
=pANE)+pu AN (U Ek>
k=1

n-1 n
=WUANE)+ Y WANE) =Y w(AnEY). "
k=1 k=1

Teorema 20. Jika {E,,} barisan himpunan terukur-g*, maka himpunan

U Ei dan ﬂ Ei
i=1 i=1

keduanya terukur-u*.
Teorema 21. Untuk setiap f € C[a, b], selang-selang (f, ), [f, ), (=0, f) dan (—oo, f] terukur-p*.

Akibat dari Teorema 21, maka setiap selang di dalam C[a, b] terukur-u*.
Teorema berikut memperlihatkan bahwa koleksi semua himpunan terukur-u* pada C[a, b] merupakan aljabar-
o pada C[a, b].

Teorema 22. Jika A menyatakan koleksi semua himpunan terukur-y*, maka A4 merupakan aljabar-o pada
Cla, b].

Bukti: Karena @ € A, maka A = @. Berdasarkan Definisi 1, jika E € A diperoleh E€ € A, dan berdasarkan
Teorema 20, jika E; € A untuk setiap i € N maka U2, E; € A. |

2.2. Ukuran

Dalam subseksi ini, akan dibangun suatu ukuran p yang dibangkitkan oleh ukuran luar u* dan ruang
ukuran pada C[a, b]. Sebelum itu, diberikan pengertian ukuran dan ukuran lengkap pada Cl[a, b].

Definisi 23. Diberikan A aljabar-o pada C[a, b]. Fungsi u: A — C[a, b] yang memenuhi sifat-sifat

(i). u(A) = 0 untuk setiap A € A,

u(@) =6,
(i)). {A} € Adan A, N A; = @,i # j maka u(Unz; An) = Xz 4(An),
disebut ukuran pada C[a, b]. Ruang terukur C[a, b] yang dilengkapi dengan ukuran C[a, b] padanya disebut
ruang ukuran dan dituliskan dengan (C[a, b], A, 1). Ruang ukuran (C[a, b], A, u)dikatakan lengkap jika
untuk setiap A € A dengan u(A4) = 6 maka untuk setiap E < A berakkibat E € A.

Suatu ruang ukuran dapat dibangkitkan melalui apa yang dinamakan dengan ukuran luar p* yang
pengertiannya telah diberikan dalam Definisi 4. Teorema berikut menunjukkan terdapat suatu ruang ukuran
lengkap pada C[a, b].

Teorema 24. Diberikan (Cla, b], A) ruang terukur. Fungsi u: A — C[a, b] dengan rumus
u(E) = u* (), untuk setiap E € A
adalah ukuran pada (Cl[a, b], A). Lebih jauh, ruang ukuran (C[a, b], A, ) lengkap.

Bukti: u(E) = u*(E) = 6 untuk setiap E € A dan u(@) = u*(@) = 6. Jika {E;} € A dan saling-asing,
berdasarkan Teorema 19 dengan mengambil A = C[a, b], diperoleh

Iz (O Ek) =u (O Ek) = i w(Ey) = zn: K(Ey) -
k=1 k=1

k=1 k=1
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Selanjutnya, ambil sebarang A € A dengan u(A4) = 6. Jadi u*(A) = 6. Akibatnya untuk setiap E < A, dengan
sifat kemonotonan, diperoleh u*(E) = 6. Akibatnya, berdasarkan Teorema 16, E terukur-u*. Dengan Teorema
22, diperoleh E € A. ]

Jika diperhatikan, ukuran u adalah suatu fungsi himpunan yang diperoleh dengan cara membatasi ukuran luar
u* pada aljabar-o himpunan A.

Sebagai akhir dari subseksi ini, diberikan beberapa sifat ukuran dalam satu teorema berikut.

Teorema 25. Diberikan {E,,} barisan himpunan terukur.
(i). Jika E,, € E,, .4 untuk setiap n € N, maka

u (U E) = lim u(E,)

n=1
jika limitnya ada.
(ii). Jika E,, 41 € E,, untuk setiap n € N, maka

2 (ﬂ En> = lim u(Ey)

n=1
jika limitnya ada.

Bukti: Akan dibuktikan untuk bagian (i) saja, bagian (ii) serupa.
Jika u(E,) = oo untuk suatu n, penyelesaian trivial.
Jika u(E,) < oo untuk setiap n, dibentuk himpunan

E= U E,.
n=1

Karena E, € E,, untuk setiap n, himpunan-himpunan E;,,\E; dan E;,\E; saling-asing untuk i # j. Oleh
karena itu, berdasarkan bukti Teorema 24, diperoleh

n
W(E) = lim > u(Eiei\ED
i=1
n

lim > (u(Fisr) - 1(ED)
i=1

i=
lim u(E,). [

n—-oo

3. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan diperoleh suatu kesimpulan bahwa terdapat suatu ukuran bernilai
Cla, b]. Ukuran bernilai C[a, b] yang dikonstruksi di atas diperoleh dengan cara membangkitkan ukuran luar
pada C[a, b]dan membatasinya pada aljabar-c himpunannya.
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