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 Dalam paper ini dikonstruksi suatu ukuran bernilai 𝐶[𝑎, 𝑏], dimana 𝐶[𝑎, 𝑏] 
adalah koleksi semua fungsi kontinu bernilai real yang terdefinisi pada selang 

tertutup dan terbatas [𝑎, 𝑏]. Dalam mengkonstruksi ukuran bernilai 𝐶[𝑎, 𝑏] 
tersebut, terlebih dahulu dikonstruksi ukuran luar bernilai 𝐶[𝑎, 𝑏]. Kemudian 

membangkitkan ukuran melalui ukuran luar tersebut. Beberapa sifat sederhana 

yang berkaitan dengan ukuran bernilai 𝐶[𝑎, 𝑏] juga akan dibahas dalam paper 

ini. 
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1. PENDAHULUAN  

Salah satu bagian dalam bidang matematika yang terus berkembang adalah matematika analisis. 

Terkadang dalam pengembangan tersebut, diperlukan perluasan definisi, seperti definisi ukuran yang sudah 

dikenal selama ini bernilai real, untuk keperluan tertentu. Sebagai contoh, Boccuto, Riecan, dan Vrabelova [2] 

dalam mendefinisikan jumlah Riemann (Riemann sum) fungsi 𝒇: 𝑻 → 𝑹, dengan 𝑹 ruang Riesz, adalah 

𝑺(𝒇, 𝑫) = ∑ 𝒇(𝒕𝒊)𝝁(𝑬𝒊)

𝒏

𝒊=𝟏

 

dengan 𝑫 = {(𝑬𝒊, 𝒕𝒊), 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒏} partisi  𝜹-fine atas 𝑻 dan 𝝁 ukuran bernilai Riesz 𝑹, yakni 𝝁: 𝚺 → 𝑹 

dengan 𝚺 merupakan  aljabar-𝝈 atas semua himpunan bagian Borel dari 𝑻. Dalam definisinya, mereka 

berasumsi bahwa 𝑹 ruang Riesz lengkap Dedekind. Sekarang, jika diambil 𝑹 = 𝑪[𝒂, 𝒃] ruang atas semua 

fungsi kontinu bernilai real  yang terdefinisi pada selang tertutup dan terbatas [𝒂, 𝒃] yang merupakan ruang 

Riesz yang tidak lengkap Dedekind, ini menarik untuk membahasnya karena 𝝁 menjadi ukuran bernilai 

𝑪[𝒂, 𝒃]. Sebelumnya, Ghoussoub [3] telah membahas ukuran bernilai ruang Riesz, bahkan lebih awal lagi, 

Wright [7] juga telah membahas ukuran bernilai ruang terurut parsial. 

Tahun 2014, Ubaidillah dkk [5] telah membahas suatu ukuran bernilai 𝑪[𝒂, 𝒃], namun definisi ukuran 

tersebut masih pada koleksi tertentu saja dan belum pada himpunan kuasanya. Hasil ukuran tersebut kemudian 

digunakan Ubaidillah dkk [6] untuk mengkonstruksi integral Henstock-Kurzweil di dalam ruang 𝑪[𝒂, 𝒃]. 
Tujuan dari tulisan ini adalah mengkonstruksi suatu ukuran bernilai 𝑪[𝒂, 𝒃] yang terdefinisi pada himpunan 

kuasa 𝟐𝑪[𝒂,𝒃] dengan melalui  ukuran luar. Dalam tulisan ini, terlebih dahulu dikonstruksikan suatu ukuran luar 

pada 𝑪[𝒂, 𝒃] kemudian membangkitkan ukuran melalui ukuran luar tersebut dengan membatasi pada aljabar-
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𝝈nya saja. Beberapa sifat ukuran bernilai 𝑪[𝒂, 𝒃] juga akan dibahas dalam tulisan ini.  

2. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Dalam seksi ini akan dikonstruksi suatu ukuran bernilai 𝑪[𝒂, 𝒃] dengan terlebih dahulu mengkonstruksi 

ukuran luar. Untuk keperluan hal-hal tersebut, diperlukan perluasan sistem 𝑪[𝒂, 𝒃] dan pengertian aljabar-𝝈 

himpunan pada 𝑪[𝒂, 𝒃]. Perluasan sistem 𝑪[𝒂, 𝒃] sebagai berikut 

𝑪̅[𝒂, 𝒃] = 𝑪[𝒂, 𝒃] ∪ {−∞,∞} 

yang disebut dengan sistem 𝑪[𝒂, 𝒃] yang diperluas. Elemen 𝒓, 𝒔 ∈ 𝑪̅[𝒂, 𝒃] dengan 𝒓 = ∞ dan 𝒔 = −∞ 

mempunyai arti berturut-turut 𝒓(𝒙) = ∞ dan 𝒔(𝒙) = −∞ untuk setiap 𝒙 ∈ [𝒂, 𝒃]. Operasi-operasi aljabar 

antara simbol ±∞ dan elemen 𝒇 ∈ 𝑪[𝒂, 𝒃] sebagai berikut 

(i).    −∞ < 𝒇 < ∞ untuk setiap 𝒇 ∈ 𝑪[𝒂, 𝒃] 
(ii).  𝒇 + ∞ = ∞ dan 𝒇 − ∞ = −∞ untuk setiap 𝑪[𝒂, 𝒃]  
(iii). 𝒇 ∙ ∞ = ∞ dan 𝒇 ∙ (−∞) = −∞ untuk setiap 𝒇 ∈ 𝑪[𝒂, 𝒃] dengan 𝒇 > 𝜽 

(iv). 𝒇 ∙ ∞ = −∞ dan 𝒇 ∙ (−∞) = ∞ untuk setiap 𝒇 ∈ 𝑪[𝒂, 𝒃] dengan 𝒇 < 𝜽 

(v).  ∞ + ∞ = ∞ dan −∞ + (−∞) = −∞, dan 

(vi). 𝜽 ∙ ∞ = 𝟎 ∙ (−∞) = 𝜽 

Selanjutnya, diberikan pengertian aljabar-𝝈 himpunan yang diambilkan dari [1]. 

Definisi 1. Diberikan himpunan 𝑿 ≠ ∅. Koleksi 𝓐 ∈ 𝟐𝑿 yang mempunyai sifat-sifat 

(i).    ∅ ∈ 𝓐 

(ii).  𝑨 ∈ 𝓐 ⇒ 𝑨𝑪 ∈ 𝓐 

(iii). {𝑨𝒏} ∈ 𝓐 ⇒ ⋃ 𝑨𝒏
∞
𝒏=𝟏 ∈ 𝓐 

disebut aljabar-𝝈 himpunan pada 𝑿. 

Pasangan 𝑿 dan 𝓐 aljabar-𝝈 himpunan padanya, (𝑿, 𝓐), disebut ruang terukur dan setiap anggota 

dari ruang terukur disebut himpunan terukur. Beberapa sifat aljabar-𝝈 himpunan diberikan dalam dua 

teorema berikut yang buktinya dapat dilihat di [4]. 

 

Teorema 2. Jika 𝓐 aljabar-𝝈 himpunan pada 𝑿, maka 

(i). 𝑨, 𝑩 ∈ 𝓐 ⇒ 𝑨 ∩ 𝑩 ∈ 𝓐 

(ii). 𝑨, 𝑩 ∈ 𝓐 ⇒ 𝑨 − 𝑩 ∈ 𝓐 

(iii). 𝑨, 𝑩 ∈ 𝓐 ⇒ (𝑨 − 𝑩) ∪ (𝑩 − 𝑨) ∈ 𝓐. 

 
Teorema 3. Jika (𝑋, 𝒜) ruang terukur dan {𝐴𝑛} ⊆ 𝒜 maka terdapat {𝐵𝑛} ⊆ 𝒜 sehingga 𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗 = ∅ 

untuk 𝑖 ≠ 𝑗 dan ⋃ 𝐵𝑛 =∞
𝑛=1 ⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1  

 

 

2.1. Ukuran Luar 

Dalam subseksi ini akan dikonstruksi ukuran luar dan aljabar-𝜎 himpunan pada 𝐶[𝑎, 𝑏] yang dibangkitkan 

melalui ukuran luar pada 𝐶[𝑎, 𝑏]. Untuk mengawali hal itu, diberikan pengertian ukuran luar pada 𝐶[𝑎, 𝑏]. 
 

Definisi 4. Fungsi himpunan 𝜇∗: 2𝐶[𝑎,𝑏] → 𝐶̅[𝑎, 𝑏]  yang memenuhi sifat-sifat 

(i).   𝝁∗(𝑨) ≥ 𝜽 , untuk setiap 𝑨 ⊆ 𝑪[𝒂, 𝒃]  
         𝜇∗(∅) = 𝜃  

(ii).  𝐴, 𝐵 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] dan 𝐴 ≤ 𝐵  ⇒ 𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐵) 

(iii). {𝐴𝑛} ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏]  ⇒ 𝜇∗(⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) ≤ ∑ 𝜇∗(𝐴𝑛)∞

𝑛=1  

disebut ukuran luar pada 𝐶[𝑎, 𝑏]. 

Untuk 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], selang-selang terbuka di dalam 𝐶[𝑎, 𝑏] dinyatakan dengan (𝑓, ∞), (−∞, 𝑓), (𝑓, 𝑔) 

asalkan 𝑓 < 𝑔, atau 𝐶[𝑎, 𝑏] sendiri, dan koleksi semua selang terbuka di dalam 𝐶[𝑎, 𝑏] dan himpunan kosong 

dinyatakan oleh 𝒥. Jika 𝐼, 𝐽 ∈ 𝒥, mudah dipahami bahwa 𝐼 ∩ 𝐽 ∈ 𝒥 dan jika 𝐼 ∩ 𝐽 ≠ ∅ maka 𝐼 ∪ 𝐽 ∈ 𝒥. 

Selanjutnya, jika 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] dengan 𝑓 < 𝑔, didefinisikan fungsi ℓ: 𝒥 → 𝐶̅[𝑎, 𝑏] dengan 
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ℓ(𝐼) = {

𝜃 , jika 𝐼 = ∅                                                                

𝑔 − 𝑓 , jika 𝐼 = (𝑓, 𝑔)                                                        

∞ , jika 𝐼 = (𝑓, ∞), 𝐼 = (−∞, 𝑓)atau 𝐼 = 𝐶[𝑎, 𝑏]
 

Diperhatikan bahwa ℓ(𝐼) senantiasa ada di dalam 𝐶̅[𝑎, 𝑏] dan ℓ(𝐼) ≥ 𝜃 untuk setiap 𝐼 ∈ 𝒥. Untuk selanjutnya, 

koleksi semua {𝐼𝑛} ⊆ 𝒥 sehingga 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐼𝑛
∞
𝑛=1  dinyatakan dengan 𝒫(𝐴). Diperhatikan bahwa, untuk setiap 

𝐸 ⊆ 𝐴 berlaku 𝒫(𝐴) ⊆ 𝒫(𝐸). 

 

Lemma 5. Jika 𝐼, 𝐽 ∈ 𝒥 dan 𝐼 ∩ 𝐽 ≠ ∅, maka 

ℓ(𝐼 ∪ 𝐽) + ℓ(𝐼 ∩ 𝐽) = ℓ(𝐼) + ℓ(𝐽). 

Bukti: Anggap 𝐼 = (𝑓1, 𝑔1) dan 𝐽 = (𝑓2, 𝑔2) dengan 𝑓1 < 𝑔1, 𝑓2 < 𝑔2, dan 𝑓1 < 𝑓2. Karena 𝐼 ∩ 𝐽 ≠ ∅, maka 

diperoleh 𝐼 ∩ 𝐽 = (𝑓2, 𝑔1) dan 𝐼 ∪ 𝐽 = (𝑓1, 𝑔2). Oleh karena itu, diperoleh 

ℓ(𝐼 ∪ 𝐽) + ℓ(𝐼 ∩ 𝐽) = (𝑔2 − 𝑓1) + (𝑔1 − 𝑓2) = (𝑔1 − 𝑓1) + (𝑔2 − 𝑓2) = ℓ(𝐼) + ℓ(𝐽).                          ∎ 

Selanjutnya didefiniskan pemetaan 𝜇̅: 2𝐶[𝑎,𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] dengan   

𝜇̅(𝐴) = inf {∑ ℓ(𝐼𝑛): {𝐼𝑛} ∈ 𝒫(𝐴)

∞

𝑛=1

} ,   untuk setiap 𝐴 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] 

asalkan infimum tersebut ada. 

Koleksi semua 𝐴 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] sehingga 𝜇̅(𝐴) ada dinyatakan dengan ℳ[𝑎, 𝑏]. 
 

Lemma 6. Diberikan 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏]  dengan 𝐴 ⊆ 𝐵. Jika 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏], maka 𝜇̅(𝐴) ≤ 𝜇̅(𝐵). 

Bukti: Diberikan 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏]. Karena 𝐴 ⊆ 𝐵, diperoleh 

𝒫(𝐵) ⊆ 𝒫(𝐴). 
Oleh karena itu diperoleh  

{∑ ℓ(𝐼𝑛): {𝐼𝑛} ∈ 𝒫(𝐵)

∞

𝑛=1

} ⊆ {∑ ℓ(𝐼𝑛): {𝐼𝑛} ∈ 𝒫(𝐴)

∞

𝑛=1

}                                                                 (1) 

Karena 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏], maka kedua himpunan pada ruas kiri dan kanan (1) mempunyai infimum dan diperoleh 

𝜇̅(𝐴) = 𝑖𝑛𝑓 {∑ ℓ(𝐼𝑛): {𝐼𝑛} ∈ 𝒫(𝐴)

∞

𝑛=1

} ≤ 𝑖𝑛𝑓 {∑ ℓ(𝐼𝑛): {𝐼𝑛} ∈ 𝒫(𝐵)

∞

𝑛=1

} =  𝜇̅(𝐵).                            ∎ 

Jika 𝑨 ∈ 𝓜[𝒂, 𝒃], maka untuk setiap bilangan 𝜺 > 𝟎 terdapat {𝑰𝒏} ∈ 𝓟(𝑨) sehingga berlaku  

𝜇̅(𝐴) ≤ ∑ ℓ(𝐼𝑛)

∞

𝑛=1

≤ 𝜇̅(𝐵) + 𝜀𝑒 , 

dan berlaku sebaliknya. 

 

Teorema 7. Diberikan 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏]. Jika 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏], maka 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏]. 

Bukti: Untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat {𝐼𝑛} ∈ 𝒫(𝐴) sehingga berlaku 

𝜇̅(𝐴) ≤ ∑ ℓ(𝐼𝑛)

∞

𝑛=1

≤ 𝜇̅(𝐴) +
𝜀𝑒

2
 

dan terdapat {𝐽𝑛} ∈ 𝒫(𝐵) sehingga berlaku 

𝜇̅(𝐵) ≤ ∑ ℓ(𝐽𝑛)

∞

𝑛=1

≤ 𝜇̅(𝐵) +
𝜀𝑒

2
 . 

Jika {𝐼𝑛 ∪ 𝐽𝑛} dinyatakan sebagai {𝐷𝑚} ⊆ 𝒥, maka {𝐷𝑚} ∈ 𝒫(𝐴 ∪ 𝐵) dan berdasarkan Lemma 5, diperoleh 

𝜇̅(𝐴) + 𝜇̅(𝐵) ≤ ∑ ℓ(𝐼𝑛)

∞

𝑛=1

+ ∑ ℓ(𝐽𝑛)

∞

𝑛=1

< 𝜇̅(𝐴) + 𝜇̅(𝐵) + 𝜀𝑒 

atau  

𝜇̅(𝐴) + 𝜇̅(𝐵) ≤ ∑ ℓ(𝐷𝑚)

∞

𝑚=1

+ ∑ ℓ(𝐼𝑛 ∩ 𝐽𝑛)

∞

𝑛=1

< 𝜇̅(𝐴) + 𝜇̅(𝐵) + 𝜀𝑒 . 

Dengan demikian, diperoleh 
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𝜇̅(𝐴) + 𝜇̅(𝐵) − 𝜇̅(𝐴 ∩ 𝐵) ≤ ∑ ℓ(𝐷𝑚)

∞

𝑚=1

< 𝜇̅(𝐴) + 𝜇̅(𝐵) − 𝜇̅(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝜀𝑒 .                    ∎ 

 

Sebagai akibat dari Teorema 7, diperoleh hasil berikut. 

 

Akibat 8. Diberikan 𝐴𝑖 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Jika 𝐴𝑖 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 

maka ⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏]. 

 

Lemma 9. Jika {𝐴𝑛} ⊆ ℳ[𝑎, 𝑏] dengan 𝜇̅(𝐴𝑛) = 𝜃 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka ⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dan 

𝜇̅(⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = 𝜃. 

Bukti: Untuk setiap 𝜀 > 0 dan setiap 𝑛 ∈ ℕ, diambil {𝐼𝑘
𝑛} ∈ 𝒫(𝐴𝑛) sehingga berlaku 

∑ ℓ(𝐼𝑘
𝑛)

∞

𝑘=1

<
𝜀𝑒

2𝑛
. 

Jika {𝐼𝑘
𝑛} dinyatakan dengan sebagai {𝐷𝑚} ⊆ 𝒥, maka {𝐷𝑚} ∈ 𝒫(⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 ) dan diperoleh 

𝜃 ≤ ∑ ℓ(𝐷𝑚)

∞

𝑚=1

= ∑ ∑ ℓ(𝐼𝑘
𝑛)

∞

𝑘=1

∞

𝑛=1

≤ ∑
𝜀𝑒

2𝑛

∞

𝑛=1

= 𝜀𝑒 . 

Jadi,  ⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dan 𝜇̅(⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 ) = 𝜃 . 

 

Lemma 10. Diberikan {𝐴𝑛} ⊆ ℳ[𝑎, 𝑏]. Jika ⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏], maka  

𝜇̅ (⋃ 𝐴𝑛

∞

𝑛=1

) ≤ ∑ 𝜇̅(𝐴𝑛)

∞

𝑛=1

 

Bukti: Diambil 𝐴 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dan {𝐴𝑛} ⊆ ℳ[𝑎, 𝑏] sehingga 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 . Untuk setiap 𝜀 > 0 dan setiap 𝑛 ∈

ℕ, diambil {𝐵𝑘
𝑛} ⊆ 𝒥 sehingga berlaku 

∑ ℓ(𝐵𝑘
𝑛)

∞

𝑘=1

<
𝜀𝑒

2𝑛
+ 𝜇̅(𝐴𝑛). 

Jika {𝐵𝑘
𝑛} dinyatakan dengan sebagai {𝐷𝑚} ⊆ 𝒥, maka 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐷𝑚

∞
𝑚=1  dan diperoleh 

𝜇̅(𝐴) ≤ ∑ ℓ(𝐷𝑚)

∞

𝑚=1

= ∑ ∑ ℓ(𝐵𝑘
𝑛)

∞

𝑘=1

∞

𝑛=1

≤ ∑ (
𝜀𝑒

2𝑛
+ 𝜇̅(𝐴𝑛))

∞

𝑛=1

= 𝜀𝑒 + ∑ 𝜇̅(𝐴𝑛).

∞

𝑛=1

                                 ∎ 

 

Selanjutnya, dibentuk koleksi-koleksi himpunan 

ℳ1[𝑎, 𝑏] = {𝑋 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏]: 𝑋 ∉ ℳ[𝑎, 𝑏], terdapat 𝑌 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dengan 𝑋 ⊆ 𝑌 dan 𝜇̅(𝑌) = 𝜃} 

ℳ2[𝑎, 𝑏] = {𝑋 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏]: 𝑋 ∉ ℳ[𝑎, 𝑏] terdapat 𝑌1, 𝑌2 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dengan 𝑌1 ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑌2  
dan 𝜃 < 𝜇̅(𝑌𝑖) < ∞, 𝑖 = 1,2} 

ℳ3[𝑎, 𝑏] = {𝑋 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏]: 𝑋 ∉ ℳ[𝑎, 𝑏], 𝑋 ∉ ℳ1[𝑎, 𝑏], 𝑋 ∉ ℳ2[𝑎, 𝑏]} 

dan didefinisikan fungsi 𝜇∗: 2𝐶[𝑎,𝑏] → 𝐶̅[𝑎, 𝑏] dengan  

𝜇∗(𝐴) = {

𝜃,   
𝜇̅(𝐴),

 𝜇̅(𝐵),
∞ ,

𝐴 ∈ ℳ1[𝑎, 𝑏]   

𝐴 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏]  

 𝐴 ∈ ℳ2[𝑎, 𝑏] dengan 𝐴 ⊆ 𝐵 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dan 𝜇∗(𝐵 − 𝐴) = 𝜃  

𝐴 ∈ ℳ3[𝑎, 𝑏]

                         (2) 

Akan ditunjukkan 𝐶[𝑎, 𝑏] well-defined. 

Diperhatikan bahwa ℳ𝑖[𝑎, 𝑏] ∩ ℳ𝑗[𝑎, 𝑏] = ∅ untuk setiap 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 dan 𝑖 ≠ 𝑗 dan ℳ𝑖[𝑎, 𝑏] ∩ ℳ[𝑎, 𝑏] = ∅ 

untuk setiap 𝑖, 𝑗 = 1,2,3. 

Dari koleksi ℳ3[𝑎, 𝑏], diperoleh  

      ℳ3[𝑎, 𝑏] = (ℳ[𝑎, 𝑏])𝐶 ∩ (ℳ1[𝑎, 𝑏])𝐶 ∩ (ℳ2[𝑎, 𝑏])𝐶  

= (ℳ[𝑎, 𝑏] ∪ ℳ1[𝑎, 𝑏] ∪ ℳ2[𝑎, 𝑏])𝐶  

(ℳ3[𝑎, 𝑏])𝐶 = ℳ[𝑎, 𝑏] ∪ ℳ1[𝑎, 𝑏] ∪ ℳ2[𝑎, 𝑏] 
 

Teorema 11. Diberikan 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏]. Jika 𝐴 ⊆ 𝐵, maka 𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐵). 

Bukti: Akan dibuktikan per kasus. 

Kasus 𝜇∗(𝐵) = ∞. Cukup jelas berlaku 𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐵). 
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Kasus 𝜇∗(𝐵) = 𝜃. Ini berakibat 𝐴 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] atau 𝐴 ∈ ℳ1[𝑎, 𝑏] dan 𝜇∗(𝐴) = 𝜃. Dengan menggunakan 

Lemma 6, diperoleh  𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐵). 

Kasus 𝜃 < 𝜇∗(𝐵) < ∞. Ini berakibat 𝐵 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] atau 𝐵 ∈ ℳ2[𝑎, 𝑏]. Dengan menggunakan Lemma 6, 

diperoleh 𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐵). Bukti telah lengkap.                    ∎ 

 

Lemma 12. Diberikan 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏]. Jika 𝐴 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dan 𝜇∗(𝐵) = 𝜃, maka 𝜇∗(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝜇∗(𝐴) 

 

Teorema 13. Jika {𝐴𝑛} ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏], maka 

𝜇∗ (⋃ 𝐴𝑛

∞

𝑛=1

) ≤ ∑ 𝜇∗(𝐴𝑛)

∞

𝑛=1

 

Bukti: Ambil sebarang {𝐴𝑛} ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏]. Jika terdapat 𝐴𝑛 sehingga 𝜇∗(𝐴𝑛) = ∞, bukti selesai. 

Selanjutnya, dianggap 𝜇∗(𝐴𝑛) < ∞ untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 
Dibentuk himpunan-himpunan 

𝐼 = {𝑛 ∈ ℕ: 𝐴𝑛 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏]}  

𝐼1 = {𝑛 ∈ ℕ: 𝐴𝑛 ∈ ℳ1[𝑎, 𝑏]}  

𝐼2 = {𝑛 ∈ ℕ: 𝐴𝑛 ∈ ℳ2[𝑎, 𝑏]}  

Untuk setiap 𝑛 ∈ 𝐼1, terdapat 𝑋𝑛 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dengan 𝐴𝑛 ⊆ 𝑋𝑛 dan 𝜇̅(𝑋𝑛) = 𝜃. 
Untuk setiap 𝑛 ∈ 𝐼2, terdapat 𝑌𝑛 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dengan 𝐴𝑛 ⊆ 𝑌𝑛 dan 𝜇∗(𝑌𝑛 − 𝐴𝑛) = 𝜃. 
Oleh karena itu, diperoleh hubungan 

⋃ 𝐴𝑛

∞

𝑛=1

= ⋃ 𝐴𝑛

𝑛∈𝐼

∪  ⋃ 𝐴𝑛

𝑛∈𝐼1

∪  ⋃ 𝐴𝑛

𝑛∈𝐼2

 

⊆ ⋃ 𝐴𝑛

𝑛∈𝐼

∪  ⋃ 𝑋𝑛

𝑛∈𝐼1

∪  ⋃ 𝑌𝑛

𝑛∈𝐼2

 . 

Jika ∑ 𝜇∗(𝐴𝑛)∞
𝑛=1 = 𝜃, maka 𝜇∗(𝐴𝑛) = 𝜃 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Akibatnya 𝐼2 = ∅. Karena 𝜇̅(𝐴𝑛) = 𝜃 = 𝜇̅(𝑋𝑛) 

untuk setiap 𝑛 ∈ 𝐼 ∪ 𝐼1, berdasar Lemma 9, diperoleh 

⋃ 𝐴𝑛

𝑛∈𝐼

∪  ⋃ 𝑋𝑛

𝑛∈𝐼1

∈ ℳ[𝑎, 𝑏] 

dan 

𝜇̅ (⋃ 𝐴𝑛

𝑛∈𝐼

∪  ⋃ 𝑋𝑛

𝑛∈𝐼1

) = 𝜃 . 

Berdasarkan Teorema 11, diperoleh 

 

𝜃 ≤ 𝜇∗ (⋃ 𝐴𝑛

∞

𝑛=1

) ≤ 𝜇∗ (⋃ 𝐴𝑛

𝑛∈𝐼

∪  ⋃ 𝑋𝑛

𝑛∈𝐼1

) = 𝜇̅ (⋃ 𝐴𝑛

𝑛∈𝐼

∪  ⋃ 𝑋𝑛

𝑛∈𝐼1

) = 𝜃 . 

 

Jika 𝜃 < ∑ 𝜇∗(𝐴𝑛)∞
𝑛=1 < ∞, maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝐾 ∈ ℕ sehingga ∑ 𝜇∗(𝐴𝑛)∞

𝑛=𝐾+1 < 𝜀𝑒. Oleh 

karena itu, berdasar Teorema 11, Lemma 12 dan Akibat 8, diperoleh  

𝜇∗ (⋃ 𝐴𝑛

∞

𝑛=1

) ≤ 𝜇∗ (⋃ 𝐴𝑛

𝐾

𝑛=1

∪  ⋃ 𝐴𝑛

∞

𝑛=𝐾+1

) = 𝜇∗ (⋃ 𝐴𝑛

𝐾

𝑛=1

) 

≤ 𝜇∗ (⋃ 𝐴𝑛

𝑛∈𝐼

∪  ⋃ 𝑌𝑛

𝑛∈𝐼2

) = 𝜇̅ (⋃ 𝐴𝑛

𝑛∈𝐼

∪  ⋃ 𝑌𝑛

𝑛∈𝐼2

) 

≤ ∑ 𝜇̅(𝐴𝑛)

𝑛∈𝐼

+ ∑ 𝜇̅(𝑌𝑛)

𝑛∈𝐼2

 

= ∑ 𝜇∗ (𝐴𝑛)

𝑛∈𝐼

+ ∑ 𝜇∗ (𝐴𝑛)

𝑛∈𝐼2

 

= ∑ 𝜇∗ (𝐴𝑛)

𝐾

𝑛=1

≤ ∑ 𝜇∗ (𝐴𝑛)

∞

𝑛=1

. 
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Bukti telah lengkap.                          ∎ 

 

 

Teorema 14. Fungsi 𝜇∗ yang didefinisikan pada (2) merupakan ukuran luar pada 𝐶[𝑎, 𝑏]. 

Bukti : Akan dibuktikan 𝜇∗ memenuhi sifat-sifat di dalam Definisi 4. 

Pertama, akan dibuktikan 𝜇∗(𝐴) ≥ 𝜃 untuk setiap 𝐴 ∈ 2𝐶[𝑎,𝑏] dan 𝜇∗(∅) = 𝜃. 
Karena 𝜇̅(𝐴) ≥ 𝜃 untuk setiap 𝐴 ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dan berdasarkan definisi 𝜇∗ pada (2), diperoleh 𝜇∗(𝐴) ≥ 𝜃 untuk 

setiap 𝐴 ∈ 2𝐶[𝑎,𝑏]. 

∅ ∈ 𝒫(∅) dan ℓ(∅) = 𝜃, karena itu disimpulkan ∅ ∈ ℳ[𝑎, 𝑏] dan 𝜇∗(∅) = 𝜇̅(∅) = ℓ(∅) = 𝜃. 
Selanjutnya, berdasarkan Teorema 11, diperoleh sifat setiap 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] berlaku 𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐵). 
Untuk membuktikan sifat (iii) di dalam Definisi 4, berdasarkan Teorema 13, diperoleh untuk setiap {𝐴𝑛} ⊆
𝐶[𝑎, 𝑏] berlaku 𝜇∗(⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 ) ≤ ∑ 𝜇∗(𝐴𝑛)∞

𝑛=1 . 

Jadi, 𝜇∗ merupakan ukuran luar pada 𝐶[𝑎, 𝑏].                     ∎ 

 

Definisi 15. Himpunan 𝐸 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] dikatakan terukur-𝝁∗, jika setiap 𝐴 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] benar bahwa 

𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝐶). 
 

Untuk setiap 𝐴 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏], benar bahwa 𝐴 = (𝐴 ∩ 𝐸) ∪ (𝐴 ∩ 𝐸𝐶), sehingga menurut sifat (iii) di dalam 

Definisi 4, diperoleh 

𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝐶). 

Oleh karena itu diperoleh definisi baru sebagai berikut: himpunan 𝐴 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] dikatakan terukur-𝜇∗, jika setiap 

𝐴 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] berlaku 

𝜇∗(𝐴) ≥ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝐶). 
  

Teorema 16. Jika 𝜇∗(𝐸) = 𝜃, maka 𝐸 terukur-𝜇∗. 

Bukti:  Untuk setiap 𝐴 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏], berlaku 𝐴 ∩ 𝐸 ⊆ 𝐸 dan berdasarkan sifat (ii) Definisi 4, diperoleh 𝜃 ≤
𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) ≤ 𝜇∗(𝐸) = 𝜃. Dengan kata lain 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) = 𝜃. 
Di sisi lain, 𝐴 ⊇ 𝐴 ∩ 𝐸𝐶  sehingga diperoleh  

𝜇∗(𝐴) ≥ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝐶) = 𝜃 + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝐶) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝐶).                                     ∎ 

 

Teorema 17. Pernyataan-pernyataan berikut bernilai benar 

(i). 𝜃 dan 𝐶[𝑎, 𝑏] terukur-𝜇∗. 
(ii). Jika 𝐸 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] terukur-𝜇∗, maka 𝐸𝐶  terukur-𝜇∗. 
(iii). Jika 𝐸1, 𝐸2 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] terukur-𝜇∗, maka 𝐸1 ∪ 𝐸2 dan 𝐸1 ∩ 𝐸2 keduanya terukur-𝜇∗. 

 

Berdasarkan Teorema 17, diperoleh akibat berikut 

Akibat 18. Jika 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛 masing-masing himpunan terukur-𝜇∗, maka himpunan 

⋃ 𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

    dan    ⋂ 𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

 

keduanya terukur-𝜇∗. 

 

Teorema 19. Jika 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛 saling asing dan terukur-𝜇∗, maka untuk setiap 𝐴 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏] berlaku 

𝜇∗ (𝐴 ∩ ⋃ 𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

) = ∑ 𝜇∗

𝑛

𝑖=1

(𝐴 ∩ 𝐸𝑖). 

  

Bukti: Akan dibuktikan dengan induksi matematika. 

Jelas teorema benar untuk 𝑛 = 1. Selanjutnya, anggap teorema benar untuk himpunan-himpunan 

𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛−1, yakni benar bahwa  

𝜇∗ (𝐴 ∩ ⋃ 𝐸𝑘

𝑛−1

𝑘=1

) = ∑ 𝜇∗

𝑛−1

𝑘=1

(𝐴 ∩ 𝐸𝑘), 
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untuk setiap 𝐴 ⊆ 𝐶[𝑎, 𝑏]. 
Karena 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛−1 saling asing, dipunyai  

𝐴 ∩ (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1

) ∩ 𝐸𝑛 = 𝐴 ∩ 𝐸𝑛 

dan 

𝐴 ∩ (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1

) ∩ 𝐸𝑛
𝐶 = 𝐴 ∩ (⋃ 𝐸𝑘

𝑛−1

𝑘=1

). 

Karena 𝐸𝑛 terukur-𝜇∗, maka diperoleh 

𝜇∗ (𝐴 ∩ ⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1

) = 𝜇∗ (𝐴 ∩ (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1

) ∩ 𝐸𝑛) + 𝜇∗ (𝐴 ∩ (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1

) ∩ 𝐸𝑛
𝐶) 

= 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑛) + 𝜇∗ (𝐴 ∩ (⋃ 𝐸𝑘

𝑛−1

𝑘=1

)) 

= 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑛) + ∑ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑘)

𝑛−1

𝑘=1

= ∑ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑘)

𝑛

𝑘=1

.                                     ∎   

Teorema 20. Jika {𝐸𝑛} barisan himpunan terukur-𝜇∗, maka himpunan 

⋃ 𝐸𝑖

∞

𝑖=1

     dan     ⋂ 𝐸𝑖

∞

𝑖=1

 

keduanya terukur-𝜇∗. 

 

Teorema 21. Untuk setiap 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], selang-selang (𝑓, ∞), [𝑓, ∞), (−∞, 𝑓) dan (−∞, 𝑓] terukur-𝜇∗. 

 

Akibat dari Teorema 21, maka setiap selang di dalam 𝐶[𝑎, 𝑏] terukur-𝜇∗. 

Teorema berikut memperlihatkan bahwa koleksi semua himpunan terukur-𝜇∗ pada 𝐶[𝑎, 𝑏] merupakan aljabar-

𝜎 pada 𝐶[𝑎, 𝑏]. 
 

Teorema 22. Jika 𝒜 menyatakan koleksi semua himpunan terukur-𝜇∗, maka 𝒜 merupakan aljabar-𝜎  pada 

𝐶[𝑎, 𝑏]. 

Bukti: Karena ∅ ∈ 𝒜, maka 𝒜 ≠ ∅. Berdasarkan Definisi 1, jika 𝐸 ∈ 𝒜 diperoleh 𝐸𝐶 ∈ 𝒜, dan berdasarkan 

Teorema 20, jika 𝐸𝑖 ∈ 𝒜 untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ maka ⋃ 𝐸𝑖
∞
𝑖=1 ∈ 𝒜.                   ∎ 

 

2.2. Ukuran 

 

Dalam subseksi ini, akan dibangun suatu ukuran 𝜇 yang dibangkitkan oleh ukuran luar 𝜇∗ dan ruang 

ukuran pada 𝐶[𝑎, 𝑏]. Sebelum itu, diberikan pengertian ukuran dan ukuran lengkap pada 𝐶[𝑎, 𝑏]. 
 

Definisi 23. Diberikan 𝒜 aljabar-𝜎  pada 𝐶[𝑎, 𝑏]. Fungsi 𝜇: 𝒜 → 𝐶̅[𝑎, 𝑏] yang memenuhi sifat-sifat 

(i).  𝜇(𝐴) ≥ 𝜃 untuk setiap 𝐴 ∈ 𝒜, 
       𝜇(∅) = 𝜃, 
(ii). {𝐴𝑛} ⊆ 𝒜 dan 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ≠ 𝑗 maka 𝜇(⋃ 𝐴𝑛) = ∑ 𝜇(𝐴𝑛)∞

𝑛=1
∞
𝑛=1 , 

disebut ukuran pada 𝐶[𝑎, 𝑏]. Ruang terukur 𝐶[𝑎, 𝑏] yang dilengkapi dengan ukuran 𝐶[𝑎, 𝑏] padanya disebut 

ruang ukuran dan dituliskan dengan (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝒜, 𝜇). Ruang ukuran (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝒜, 𝜇)dikatakan lengkap jika 

untuk setiap 𝐴 ∈ 𝒜 dengan 𝜇(𝐴) = 𝜃 maka untuk setiap 𝐸 ⊆ 𝐴 berakkibat 𝐸 ∈ 𝒜. 

 

Suatu ruang ukuran dapat dibangkitkan melalui apa yang dinamakan dengan ukuran luar 𝜇∗ yang 

pengertiannya telah diberikan dalam Definisi 4. Teorema berikut menunjukkan terdapat suatu ruang ukuran 

lengkap pada 𝐶[𝑎, 𝑏]. 
 

Teorema 24. Diberikan (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝒜) ruang terukur. Fungsi 𝜇: 𝒜 → 𝐶̅[𝑎, 𝑏] dengan rumus 

𝜇(𝐸) = 𝜇∗(𝐸) ,          untuk setiap 𝐸 ∈ 𝒜 

adalah ukuran pada (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝒜). Lebih jauh, ruang ukuran (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝒜, 𝜇) lengkap. 
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Bukti: 𝜇(𝐸) = 𝜇∗(𝐸) ≥ 𝜃 untuk setiap 𝐸 ∈ 𝒜 dan 𝜇(∅) = 𝜇∗(∅) = 𝜃. Jika {𝐸𝑘} ∈ 𝒜 dan saling-asing, 

berdasarkan Teorema 19 dengan mengambil 𝐴 = 𝐶[𝑎, 𝑏], diperoleh 

𝜇 (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1

) = 𝜇∗ (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1

) = ∑ 𝜇∗(𝐸𝑘)

𝑛

𝑘=1

= ∑ 𝜇(𝐸𝑘)

𝑛

𝑘=1

 . 

Selanjutnya, ambil sebarang 𝐴 ∈ 𝒜 dengan 𝜇(𝐴) = 𝜃.  Jadi 𝜇∗(𝐴) = 𝜃. Akibatnya untuk setiap 𝐸 ⊆ 𝐴, dengan 

sifat kemonotonan, diperoleh 𝜇∗(𝐸) = 𝜃. Akibatnya, berdasarkan Teorema 16, 𝐸 terukur-𝜇∗. Dengan Teorema 

22, diperoleh 𝐸 ∈ 𝒜.                        ∎ 

 

Jika diperhatikan, ukuran 𝜇 adalah suatu fungsi himpunan yang diperoleh dengan cara membatasi ukuran luar 

𝜇∗ pada aljabar-𝜎  himpunan 𝒜. 

 

Sebagai akhir dari subseksi ini, diberikan beberapa sifat ukuran dalam satu teorema berikut. 

Teorema 25. Diberikan {𝐸𝑛} barisan himpunan terukur. 

(i). Jika 𝐸𝑛 ⊆ 𝐸𝑛+1 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka 

𝜇 (⋃ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1

) = lim
𝑛→∞

𝜇(𝐸𝑛) 

      jika limitnya ada. 

(ii). Jika 𝐸𝑛+1 ⊆ 𝐸𝑛  untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka 

𝜇 (⋂ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1

) = lim
𝑛→∞

𝜇(𝐸𝑛) 

       jika limitnya ada. 

Bukti: Akan dibuktikan untuk bagian (i) saja, bagian (ii) serupa. 

Jika 𝜇(𝐸𝑛) = ∞ untuk suatu 𝑛, penyelesaian trivial. 

Jika 𝜇(𝐸𝑛) < ∞ untuk setiap 𝑛, dibentuk himpunan 

𝐸 = ⋃ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1

. 

Karena 𝐸𝑛 ⊆ 𝐸𝑛+1 untuk setiap 𝑛, himpunan-himpunan 𝐸𝑖+1\𝐸𝑖 dan 𝐸𝑗+1\𝐸𝑗  saling-asing untuk 𝑖 ≠ 𝑗. Oleh 

karena itu, berdasarkan bukti Teorema 24, diperoleh 

𝜇(𝐸)  = lim
𝑛→∞

∑ 𝜇(𝐸𝑖+1\𝐸𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

= lim
𝑛→∞

∑(𝜇(𝐸𝑖+1) − 𝜇(𝐸𝑖))

𝑛

𝑖=1

 

= lim
𝑛→∞

𝜇(𝐸𝑛) .                                                                                                                                ∎ 

 

 

3. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan diperoleh suatu kesimpulan bahwa terdapat suatu ukuran bernilai 

𝐶[𝑎, 𝑏]. Ukuran bernilai 𝐶[𝑎, 𝑏] yang dikonstruksi di atas diperoleh dengan cara membangkitkan ukuran luar 

pada 𝐶[𝑎, 𝑏]dan membatasinya pada aljabar-𝜎  himpunannya.  
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