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Masalah Sturm-Liouville dibagi menjadi tiga jenis yaitu reguler, periodik, dan 

singular. Masalah Sturm-Liouville fraksional merupakan perluasan masalah 

Sturm-Liouville biasa, yaitu dengan memperluas order derivatif bulat menjadi 

fraksional (tidak bulat). Masalah Sturm-Liouville fraksional dapat dibangun 

dengan mengganti turunan fraksonal pada operator Sturm-Liouville biasa. 

Pada penelitian ini diselidiki masalah Sturm-Liouville singular fraksional. 

Penyelidikan difokuskan pada sifat-sifat self-adjoint, nilai eigen, fungsi eigen, 

dan kesederhanaan dari masalah Sturm-Liouville singular fraksional. Terakhir, 

diperoleh sifat-sifat masalah Sturm-Liouville singular fraksional yaitu memuat 

operator self-adjoint, mempunyai nilai ei- 

gen real, fungsi eigen dari nilai eigen yang berbeda ortogonal terhadap fungsi 

bobot r(x), dan nilai eigennya sederhana (simple). 
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1. PENDAHULUAN  

Persamaan diferensial Sturm-Liouville merupakan persamaan diferensial biasa dengan orde dua. 

Persamaan diferensial Sturm-Liouville yang dilengkapi dengan syarat batas homogen disebut masalah Sturm-

Liouville. Masalah Sturm- Liouville dibagi menjadi tiga jenis yaitu reguler, periodik, dan singular. Masalah 

Sturm-Liouville singular memiliki beberapa sifat yaitu memuat operator yang bersifat self-adjoint, mempunyai 

nilai eigen real, dan fungsi eigen dari nilai eigen yang berbeda ortogonal terhadap fungsi bobot r(x). 

Permasalahan Sturm-Liouville adalah menentukan nilai eigen λ dan fungsi eigen y(x) yang 

bersesuaian dengan r(x). Penelitian terhadap metode penyelesaian masalah Sturm-Liouville masih terus 

dilakukan sampai dengan saat ini. Misalnya, Neamaty dan Darzi [6] menyelesaikan masalah Sturm-Liouville 

menggunakan Metode Pertubrasi Homotopi (MPH), Al-Mdalall [1] juga telah menyelesaikan masalah Sturm-

Liouville menggunakan Metode Dekomposisi Adominan (MDA), dan Erturk [3] menggunakan metode 

transformasi diferensial untuk menyelesaikan masalah Sturm-Liouville.  

Masalah Sturm-Liouville fraksional adalah masalah Sturm-Liouville biasa yang berorde fraksional 

(tidak bulat). Persamaan diferensial fraksional untuk masalah syarat batas hanya dapat dibangun menggunakan 

turunan fraksional kanan dan kiri. Dengan menggunakan definisi turunan kanan dan kiri Riemann-Liouville 

dan Caputo, Zayernouri dan Karniadakis [9] dapat mengonstruksikan persamaan diferensial Sturm-Liouville 

singular fraksional sebagai 

𝐿𝛼[𝑦] = 𝐷𝑏−
𝛼 [𝑝(𝑥)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦] + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑟(𝑥)𝑦 

dengan 𝐿𝛼 adalah suatu operator diferensial fraksional, p>0 dan p, q merupakan fungsi kontinu yang bernilai 

real pada interval [a, b], r(x) disebut fungsi bobot, dan r(x) > 0 untuk setiap 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏].  Dengan menerapkan 

definisi turunan fraksional Riemann-Liouville dengan turunan fraksional Caputo akan diperoleh persamaan 

diferensial fraksional Sturm-Liouville singular.  Kemudian, dengan mengacu pada sifat-sifat yang dimiliki oleh 

masalah syarat batas Sturm-Liouville singular akan ditentukan sifat-sifat dari masalah syarat batas Sturm-

Liouville singular. 
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2. LANDASAN TEORI 

2.1. Kalkulus Fraksional 

Menurut Podlubny [7], kalkulus fraksional adalah bidang ilmu matematika yang mempelajari tentang 

teori integral dan turunan berorde fraksional (tidak bulat) yang merupakan perluasan dari integral dan turunan 

berorde bulat. Mengacu pada Klimek dan Agrawal [5] operator integral dan turunan fraksional Riemann-

Liouville didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.1. Diberikan α > 0. Operator integral Riemann-Liouville sisi kiri dan sisi kanan berorder α 

didefinisikan sebagai 

𝐼𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 𝑎

𝑥

𝑎

 

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 < 𝑏,

𝑏

𝑥

 

dengan Γ dinotasikan sebagai fungsi gamma Euler. 

Definisi 2.2. Diberikan α > 0. Operator turunan Riemann-Liouville sisi kiri dan sisi kanan berorde α 

didefinisikan sebagai 

(𝐷𝑎+
𝛼 𝑓)(𝑥) = 𝐷(𝐼𝑎+

1−𝛼𝑓)(𝑥), 𝑥 > 𝑎                 (2.1) 

(𝐷𝑏−
𝛼 𝑓)(𝑥) = −𝐷(𝐼𝑏−

1−𝛼𝑓)(𝑥), 𝑥 < 𝑏                        
Definisi 2.3. Diberikan α > 0, dan n =⌈α⌉.. Operator turunan Caputo sisi kiri dan sisi kanan berorde α 

didefinisikan sebagai 

(𝐷∗𝑎+
𝛼 𝑓)(𝑥) = (𝐼𝑎+

1−𝛼𝑓)(𝑥), 𝑥 > 𝑎                             
(𝐷∗𝑏−

𝛼 𝑓)(𝑥) = (𝐼𝑏−
1−𝛼(−𝐷)𝑓)(𝑥), 𝑥 < 𝑏       (2.2)  

Dengan mengacu pada Karunia [4], berikut diberikan lema tentang kalkulus fraksional. 

Lema 2.4. Operator turunan yang didefinisikan pada persamaan (2.1)-(2.2) memenuhi identitas berikut 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝐷𝑏−
𝛼 [𝑔(𝑥)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑘(𝑥)]𝑑𝑥 = ∫ 𝑔(𝑥)𝐷∗𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥)𝐷𝑎+

𝛼 𝑘(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑓(𝑥)𝐼𝑎+
1−𝛼[𝑔(𝑥)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑘(𝑥)]|𝑏
𝑎.

𝑏

𝑎

 

2.2. Masalah Sturm-Liouville Fraksional 

Mengacu pada Rivero et.al  [8], masalah Sturm-Louville fraksional adalah masalah Sturm-Liouville 

dengan turunan fraksional (tidak bulat). Menurut Darzi dan Neamaty [6], masalah Sturm- Liouville fraksional 

didefinisikan sebagai  

𝐷𝛼(𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝜆𝑟(𝑥)𝑦(𝑥) = 0,   0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), (2.3) 

dengan p(x) > 0, r(x) > 0 untuk setiap 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) fungsi p(x), q(x), dan r(x)  kontinu dalam interval [a, b],  r(x) 

merupakan fungsi bobot,  dan turunan fraksional berorde α. Nilai λ disebut nilai eigen. Penyelesaian y(x) yang 

bersesuaian dengan nilai λ disebut fungsi eigen.  Syarat batas dari persamaan (2.3) yaitu 

𝑐1𝑦(𝑎) + 𝑑1𝑦′(𝑎) = 0, 𝑐2𝑦(𝑏) + 𝑑2𝑦′(𝑏) = 0 

Dengan 𝑐1, 𝑐2, 𝑑1, 𝑑2 merupakan konstanta real dan 𝑐𝑖
2 + 𝑑𝑖

2 ≥ 0, 𝑖 = 1,2. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1. Masalah Sturm-Liouville Singular Fraksional 

Masalah Sturm-Liouville singular fraksional adalah persamaan diferensial berbentuk 

𝐿𝛼[𝑦] = 𝐷𝑏−
𝛼 [𝑝(𝑥)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦] + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑟(𝑥)𝑦,   
1

2
< 𝛼 ≤ 1, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)    (3.1)  

yang dilengkapi dengan syarat batas 

𝑦(𝑎) = 0,     𝑐2𝑦(𝑏) + 𝑑2𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦(𝑏)] = 0  
dengan 𝑝, 𝐷𝑏−

𝛼 𝑝(𝑥), 𝑞, 𝑟 merupakan fungsi kontinu bernilai real pada interval [a, b],  p dan r > 0.  Nilai eigen 

adalah nilai λ yang menyebabkan persamaan (3.1) memiliki penyelesaian tidak tunggal (y(x) = 0) sedangkan 

fungsi eigen adalah penyelesaian yang bersesuaian dengan nilai eigen λ yang diperoleh dari persamaan (3.1) 

tersebut dan r disebut fungsi bobot. 

3.2. Sifat-Sifat Masalah Sturm-Liouville Singular Fraksional 

Teorema 3.1. Operator masalah Sturm-Liouville singular fraksional adalah self- adjoint pada interval (a, b].  

Bukti. Misal diberikan 𝑦𝑛 dan 𝑦𝑚 adalah fungsi eigen masalah Sturm-Liouville singular fraksional dengan 

syarat batas 

𝑦𝑛(𝑎) = 0,     𝑐2𝑦𝑛(𝑏) + 𝑑2𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦𝑛(𝑏)] = 0              (3.2)  
𝑦𝑚(𝑎) = 0,     𝑐2𝑦𝑛(𝑏) + 𝑑2𝐼𝑏−

1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+
𝛼 𝑦𝑚(𝑏)] = 0              (3.3)  

Akan dibuktikan bahwa < 𝐿𝛼[𝑦𝑛], 𝑦𝑚 > = < 𝑦𝑛 , 𝐿𝛼[𝑦𝑚] >. 

1) Akan ditentukan < 𝐿𝛼[𝑦𝑛], 𝑦𝑚 >. 
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< 𝐿𝛼[𝑦𝑛], 𝑦𝑚 > = ∫ 𝑦𝑚

𝑏

𝑎
(𝑥)𝐷𝑏−

𝛼
[𝑝(𝑥)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦𝑛
(𝑥)]𝑑𝑥 + ∫ 𝑞(𝑥)𝑦𝑛

(𝑥)𝑦𝑚
(𝑥)𝑑𝑥       (3.4)

𝑏

𝑎
 

Jika Lema 2.4 diterapkan pada persamaan (3.4) dan disubstitusikan pada syarat batas (3.2) maka 

diperoleh 

< 𝐿𝛼[𝑦𝑛], 𝑦𝑚 > = ∫ 𝑝(𝑥)𝐷∗𝑎+
𝛼 𝑦𝑚

𝑏

𝑎

(𝑥)𝐷∗𝑎+
𝛼 𝑦𝑛(𝑥)𝑑𝑥 +

𝑐2

𝑑2

𝑦𝑛(𝑏)𝑦𝑚(𝑏) + ∫ 𝑞(𝑥)𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 (3.5)
𝑏

𝑎

 

2) Akan ditentukan < 𝑦𝑛, 𝐿𝛼[𝑦𝑚] >. 

< 𝐿𝛼[𝑦𝑛], 𝑦𝑚 > = ∫ 𝑦𝑛

𝑏

𝑎
(𝑥)𝐷𝑏−

𝛼
[𝑝(𝑥)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦
𝑚

(𝑥)]𝑑𝑥 + ∫ 𝑞(𝑥)𝑦𝑛
(𝑥)𝑦𝑚

(𝑥)𝑑𝑥       (3.6)
𝑏

𝑎
 

Jika Lema 2.4 diterapkan pada persamaan (3.6) dan disubstitusikan pada syarat batas (3.3) maka 

diperoleh 

< 𝐿𝛼[𝑦𝑛], 𝑦𝑚 > = ∫ 𝑝(𝑥)𝐷∗𝑎+
𝛼 𝑦𝑛

𝑏

𝑎

(𝑥)𝐷∗𝑎+
𝛼 𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 +

𝑐2

𝑑2

𝑦𝑚(𝑏)𝑦𝑛(𝑏) + ∫ 𝑞(𝑥)𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 (3.7)
𝑏

𝑎

 

Dapat terlihat pada persamaan (3.5) dan (3.7) bahwa < 𝐿𝛼[𝑦𝑛], 𝑦𝑚 > = < 𝑦𝑛, 𝐿𝛼[𝑦𝑚] >. Dengan kata lain, 

operator masalah Sturm-Liouville singular fraksional adalah self-adjoint pada (a, b].   ■ 

Teorema 3.2. Nilai eigen dari masalah Sturm-Liouville singular fraksional adalah real. 

Bukti. Misal diberikan λ adalah nilai eigen yang bersesuaian dengan fungsi eigen y pada operator masalah 

Sturm-Liouville singular fraksional. Beberapa persamaan yang memenuhi fungsi eigen y dan konjugat 

kompleks fungsi eigen y yaitu 

𝐿𝛼[𝑦(𝑥)] = 𝜆𝑟(𝑥)𝑦(𝑥)     (3.8) 

𝑦(𝑎) = 0,     𝑐2𝑦(𝑏) + 𝑑2𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦(𝑏)] = 0       (3.9) 

𝐿𝛼[𝑦(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ] = 𝜆̅𝑟(𝑥)𝑦(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅      (3.10) 

𝑦(𝑎) = 0,     𝑐2𝑦(𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑑2𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦(𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ] = 0       (3.11) 

Kemudian persamaan (3.8) dikalikan dengan 𝑦(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅   dan persamaan (3.10) dikalikan dengan 𝑦(𝑥) serta 

mengurangkan kedua persamaan tersebut diperoleh 

𝑦(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝐿𝛼[𝑦(𝑥)] − 𝑦(𝑥)𝐿𝛼[𝑦(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ] = ( 𝜆 − 𝜆̅)|𝑦(𝑥)|2𝑟(𝑥).      (3.12) 

Persamaan (3.12) diintegralkan pada interval [a, b] dan diterapkan pada Lema 2.4 sehingga diperoleh 

( 𝜆 − 𝜆̅) ∫ |𝑦(𝑥)|2𝑟(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

𝑦(𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑎)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦(𝑎)] − 𝑦(𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦(𝑏)] + 

𝑦(𝑏)𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦(𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ] − 𝑦(𝑎)𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑎)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦(𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ].          (3.13) 

Persamaan (3.9) dan (3.11) disubstitusikan pada persamaan (3.13) diperoleh 

( 𝜆 − 𝜆̅) ∫ |𝑦(𝑥)|2𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝑏

𝑎

.      (3.14) 

Karena y(x) adalah penyelesaian nontrivial (y(x) = 0) dan r(x) > 0 maka persamaan (3.14) dapat ditulis sebagai 

( 𝜆 − 𝜆̅) = 0  

𝜆 = 𝜆.̅ 
Dengan kata lain, nilai eigen dari masalah Sturm-Liouvillw singular fraksional adalah real.  ■ 

Teorema  3.3. Fungsi eigen masalah Sturm-Liouville singular fraksional yang bersesuaian dengan nilai eigen 

yang berbeda ortogonal terhadap hasil kali dalam 

< 𝑢, 𝑣 >𝑟= ∫ 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑟(𝑥)𝑑𝑥.
𝑏

𝑎

 

Bukti. Ambil sembarang dua fungsi eigen yn, ym  yang masing-masing bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆𝑛, 𝜆𝑚  

dengan 𝜆𝑛 ≠ 𝜆𝑚.  Apabila 𝑦𝑛, 𝑦𝑚  masing-masing disubstitusikan pada masalah Sturm-Liouville singular 

fraksional diperoleh beberapa persamaa yaitu 

𝐿𝛼[𝑦𝑛(𝑥)] = 𝜆𝑟(𝑥)𝑦𝑛(𝑥)        (3.15) 

𝑦𝑛(𝑎) = 0,     𝑐2𝑦𝑛(𝑏) + 𝑑2𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦𝑛(𝑏)] = 0              (3.16)  
𝐿𝛼[𝑦𝑚(𝑥)] = 𝜆𝑟(𝑥)𝑦𝑚(𝑥)      (3.17) 

𝑦𝑚(𝑎) = 0,     𝑐2𝑦𝑛(𝑏) + 𝑑2𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦𝑚(𝑏)] = 0              (3.18)  
Jika persamaan (3.15) dikalikan dengan 𝑦𝑚  dan persamaan (3.17) dikalikan dengan 𝑦𝑛  serta mengurangkan 

kedua persamaan tersebut maka diperoleh 

𝑦𝑚𝐿𝛼[𝑦𝑛] − 𝑦𝑛(𝑥)𝐿𝛼[𝑦𝑚] = (𝜆𝑛 − 𝜆𝑚)𝑦𝑛𝑦𝑚𝑟(𝑥).      (3.19) 

Persamaan (3.19) diintegralkan pada interval [a, b] dan diterapkan pada persamaan (3.1) sehingga diperoleh 
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∫ (𝜆𝑛 − 𝜆𝑚)𝑦𝑛𝑦𝑚𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ (𝑦𝑚𝐷𝑏−
𝛼 [𝑝(𝑥)𝐷∗𝑎+

𝛼
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑦𝑛] − 𝑦𝑛𝐷𝑏−
𝛼 [𝑝(𝑥)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦𝑚])𝑑𝑥.    (3.20) 

Jika Lema 2.4 diterapkan pada persamaan (3.20) maka diperoleh 

∫ (𝜆𝑛 − 𝜆𝑚)𝑦𝑛𝑦𝑚𝑟(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

𝑦𝑚(𝑎)𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑎)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦𝑛(𝑎)] − 𝑦𝑚(𝑏)𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦𝑛(𝑏)] + 

𝑦𝑛(𝑏)𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦𝑚(𝑏)] − 𝑦𝑛(𝑎)𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑎)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦𝑚(𝑎)].       (3.21) 

Persamaan (3.16) dan (3.18) disubstitusikan pada persamaan (3.21) diperoleh 

∫ (𝜆𝑛 − 𝜆𝑚)𝑦𝑛𝑦𝑚𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = 0.        (3.22)
𝑏

𝑎

 

Karena 𝜆𝑛 ≠ 𝜆𝑚  maka persamaan (3.22) dapat ditulis sebagai 

∫ 𝑦𝑛𝑦𝑚𝑟(𝑥)𝑑𝑥 =< 𝑦𝑛 , 𝑦𝑚 >𝑟= 0.  
𝑏

𝑎

 

Dengan kata lain, fungsi eigen masalah Sturm-Liouville singular fraksional yang bersesuaian dengan nilai 

eigen yang berbeda ortogonal terhadap hasil kali dalamnya.      ■ 

Teorema 3.4. Nilai eigen dari masalah Sturm-Liouville singular fraksional adalah sederhana (simple). 

Bukti. Diberikan λ merupakan nilai eigen yang bersesuaian dengan fungsi eigen dari masalah Sturm-Liouville 

singular fraksional dengan 𝑦1, 𝑦2  merupakan syarat batas 

𝑦1(𝑎) = 0,     𝑐2𝑦𝑛(𝑏) + 𝑑2𝐼𝑏−
1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦1(𝑏)] = 0              (3.23)  
𝑦2(𝑎) = 0,     𝑐2𝑦𝑛(𝑏) + 𝑑2𝐼𝑏−

1−𝛼[𝑝(𝑏)𝐷∗𝑎+
𝛼 𝑦2(𝑏)] = 0              (3.24)  

Wronskian pada x = a dirumuskan 

𝑊𝛼[𝑦1, 𝑦2](𝑎) = 𝑦1(𝑎)𝐷∗𝑎+
𝛼 𝑦2(𝑏) − 𝑦2(𝑎)𝐷∗𝑎+

𝛼 𝑦1(𝑏).           (3.25) 

Jika syarat batas (3.23) dan (3.24) disubstitusikan ke persamaan (3.25) maka 𝑊𝛼[𝑦1, 𝑦2](𝑎) = 0.  Jadi 𝑦1  dan 

𝑦2  bergantung linier.  Karena 𝑊𝛼[𝑦1, 𝑦2](𝑎) = 0 serta 𝑦1 dan 𝑦2  bergantung linier maka dapat disimpulkan 

bahwa nilai eigen dari Sturm-Liouville singular fraksional adalah simple.    ■ 

 

4. PENERAPAN KASUS 

Contoh 4.1. 

Diberikan masalah Sturm-Liouville singular yaitu 

𝑦′′ + 𝜆𝑦 = 0,            𝑥𝜖(0,1)                 (4.1) 
dengan syarat batas 

𝑦(0) = 0, 𝑦(1) + 𝑦′(1) = 0. 
Persamaan (4.1) dapat ditulis dalam bentuk 

𝐿1[𝑦(𝑥)] = 𝜆𝑦(𝑥).     (4.2) 

Syarat batas dari persamaan (4.1) dapat ditulis kedalam bentuk 

𝑦(0) = 0, 𝑦(1) + 𝐷∗0+
1 𝑦(1) = 0.          (4.3) 

Terlihat bahwa persamaan (4.2) apabila dilengkapi dengan persamaan (4.3) merupakan bentuk masalah Sturm-

Liouville singular fraksional dengan orde α = 1. Mengacu pada Boyce dan DiPrima [2] nilai eigen yang 

diperoleh dari persamaan (4.1) yaitu 𝜆1 ≅ 4.116, 𝜆2 ≅  24.14, 𝜆3 ≅  63.66, dan 𝜆𝑛 ≅ (2𝑛 − 1)2𝜋2 4⁄  untuk n 

= 4, 5, ... . Hal ini menunjukkan bahwa nilai eigen dari persamaan (4.1) adalah real. Fungsi eigen dari 

persamaan (4.1) yaitu 

𝑦𝑛(𝑥) = 𝑘𝑛𝑠𝑖𝑛√𝜆𝑛𝑥, 𝑛 = 1,2, …,        (4.3) 

dengan 𝑘𝑛 adalah sembarang konstanta, serta 𝑠𝑖𝑛√𝜆𝑛𝑥 bergantung linier jadi nilai eigennya simple. 

Selanjutnya, dipilih sembarang nilai eigen dan disubstitusikan pada persamaan (4.4), serta dengan mengambil 

nilai 𝑘𝑛 = 1 diperoleh hasil perhitungan berikut. 

∫ 𝑦1(𝑥)𝑦2(𝑥)𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = −0.0000110178,
1

0

 

∫ 𝑦1(𝑥)𝑦3(𝑥)𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = 5.31396 × 10−6,
1

0

 

∫ 𝑦2(𝑥)𝑦3(𝑥)𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = −2.57132 × 10−6.
1

0

 

Dari hasil perhitungan tersebut terlihat bahwa hasilnya mendekati nol.  Dengan kata lain, fungsi eigen dari nilai 

yang berbeda ortogonal terhadap fungsi bobot. Di pihak lain, adanya fungsi eigen yang telah diperoleh ini 

menunjukkan bahwa persamaan (4.1) mempunyai penyelesaian.  Grafik penyelesaian dari persamaan (4.1) 

ditunjukkan pada Grafik 1. 
y 
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Gambar 1. y0  (merah), 𝑦1  (biru), 𝑦2  (hijau), dan 𝑦3  (ungu) 

Contoh 4.2. 

Diberikan masalah Sturm-Liouville singular fraksional dengan orde 𝛼 = 5 8⁄   yaitu 

𝐷
5

8𝑦(𝑥) = 𝜆𝑦(𝑥)        (4.5) 

dengan syarat batas 

𝑦(0) = 0, 𝑦(1) + 𝐼1−

3

8 𝐷∗0+

5

8 𝑦(1) = 0.          (4.6) 

Nilai eigen dari persamaan (4.5) yaitu 𝜆1 ≅ 2.749, 𝜆2 ≅  8.051, 𝜆3 ≅  14.334 dan 𝜆𝑛 ≅ 7(2𝑛 + 1)𝜋 8⁄  untuk 

n = 4, 5, · · · .  Hal ini menunjukkan bahwa nilai eigen dari persamaan (4.5) adalah real.  Mengacu pada Rivero 

et.al [8], fungsi eigen dari persamaan (4.5) yaitu 

𝑦𝑛(𝑥) = 𝑘𝑛sin (𝜆𝑛

4

5𝑥), 𝑛 = 1,2, …,        (4.7) 

dengan 𝑘𝑛 adalah sembarang konstanta, serta sin (𝜆𝑛

4

5𝑥) bergantung linier jadi nilai eigennya simple. 

Selanjutnya, dipilih sembarang nilai eigen dan disubstitusikan pada persamaan (4.7), serta dengan mengambil 

nilai 𝑘𝑛 = 1 diperoleh hasil perhitungan berikut. 

∫ 𝑦1(𝑥)𝑦2(𝑥)𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = −0.0497079,
1

0

 

∫ 𝑦1(𝑥)𝑦3(𝑥)𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = 0.0351459,
1

0

 

∫ 𝑦2(𝑥)𝑦3(𝑥)𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = −0.0283974.
1

0

 

Dari hasil perhitungan tersebut terlihat bahwa hasilnya mendekati nol.  Dengan kata lain, fungsi eigen dari nilai 

yang berbeda ortogonal terhadap fungsi bobot. Di pihak lain, adanya fungsi eigen yang telah diperoleh ini 

menunjukkan bahwa persamaan (4.5) mempunyai penyelesaian.  Grafik penyelesaian dari persamaan (4.5) 

ditunjukkan pada Grafik 2. 

 
Gambar 1. y0  (merah), 𝑦1  (biru), 𝑦2  (hijau), dan 𝑦3  (ungu) 

5. KESIMPULAN 

Berdasarkan pembahasan dapat diperoleh kesimpulan bahwa masalah Sturm-Liouville singular 

fraksional mempunyai sifat yang serupa dengan masalah Sturm- Liouville singular. Sifat-sifatnya yaitu memuat 

operator yang bersifat self-adjoint, mempunyai nilai eigen real, fungsi eigen dari nilai eigen yang berbeda 

ortogonal terhadap fungsi bobot r(x), dan nilai eigennya sederhana (simple). 
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