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Info Artikel ABSTRAK

. . Dalam graf G = (V,E) himpunan § € V dinamakan himpunan dominasi
Riwayat Artikel: jarak-2 (distance-2 dominating set) jika setiap titik anggota V — S berada
Diterima: 15 Mei 2017 dalam jarak 2 dari paling sedikit satu titik dalam S. Kardinalitas minimum
Direvisi: 1 Juni 2017 diantara himpunan dominasi jarak-2 pada graf G dinamakan bilangan dominasi

jarak-2 dari G, dinotasikan dengan y<,(G). Penelitian ini bertujuan untuk
menentukan bilangan dominasi jarak-2 dari graf Jahangir Jnm, dengan
menentukan suatu himpunan dominasi jarak-2 dan memperlihatkannya
sebagai himpunan dominasi jarak-2 dengan kardinalitas minimum. Hasil

Diterbitkan: 31 Juli 2017

Kata Kunci: it T X

) o penelitian ini menunjukkan bahwa untuk n = 2 dan3 berlaku Y.< (Jm) = 1
Bilangan dominasi sedang untuk n yang lain bilangan dominasi jarak-2 Jnm dapat dikelompokkan
Bilangan dominasi jarak-2 nilainnya dalam tiga kelompok bergantung pada nilai m, semuanya berlaku
Himpunan dominasi jarak-2 untuk m = 3.

Graf Jahangir Jnm
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1. PENDAHULUAN

Kajian tentang bilangan dominasi khususnya bilangan dominasi jarak-k telah dilakukan oleh banyak
peneliti. Kajian yang telah ada antara lain tentang batas nilai bilangan dominasinya, karakterisasi graf-graf tertentu,
sampai algoritma untuk menentukan himpunan dominasi. Terkait batas nilai bilangan dominasi jarak-k, penelitian
telah dilakukan antara lain oleh Tian [1] dan Meierling [2] untuk graf pohon, sedangkan Sridharan [3] lebih
mefokuskan penelitiannya pada batas atas bilangan dominasi jarak-2 dikaitkan dengan jumlah titik dan derajat
tertinggi dari titik pada graphnya dan karakterisasi kelas graf yang bilangan dominasi jarak-2nya memenuhi
batasnya. Penelitian bilangan dominasi jarak-2 untuk graf-graf yang dibentuk dari graf lintasan telah pula
dilakukan oleh Vaidya [4] sedangkan Prathibha [5] menulis tentang algoritma untuk mementukan himpunan
dominasi jarak-t dari graf bintang diperumum (extended star graph).

Diberikan graf G = (V, E). Himpunan S < V dinamakan himpunan dominasi (dominating set) jika setiap
titik anggota VV — S bertetangga dengan paling sedikit satu titik dalam S. Kardinalitas minimum diantara himpunan
dominasi pada graf G dinamakan bilangan dominasi dari G, dinotasikan dengan y(G). Jika konsep bertetangga
pada himpunan dominasi diperluas dengan berjarak lebih dari satu, yaitu berjarak dua, maka akan diperoleh konsep
yang lebih umum dari himpunan dominasi. Himpunan S € V dinamakan himpunan dominasi jarak-2 (distance-2
dominating set) jika setiap titik anggota V — S berada dalam jarak 2 dari paling sedikit satu titik dalam S.
Kardinalitas minimum diantara himpunan dominasi jarak-2 pada graf ¢ dinamakan bilangan dominasi jarak-2
dari G, dinotasikan dengan y.,(G). Tetangga—2 terbuka dari titik v € V, dinotasikan N2(v) adalah himpunan N(v)
={u; u#vdand(uv) <2} dengan d(u,v) menyatakan jarak dari titik u ke titik v. Himpunan Nz[v] = Na(v) U {v}
dinamakan tetangga-2 tertutup dari titik v. Untuk S < V didefinisikan pula N,(S) = U,es No(v) dan N,[S] =
Uyes N, [v] berturut-turut sebagai tetangga-2 terbuka dan tetangga-2 tertutup dari himpunan S. Dengan pengertian
tetangga-2 ini, dapat dikatakan bahwa S adalah himpunan dominasi jarak-2 jika N2[S] = V ( [6]).
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Subdivisi dari suatu graf tidak kosong G adalah graf yang diperoleh dari graf G dengan menghapus suatu
garis e = uv dan menambahkan suatu titik baru w dan garis uw dan vw [7]. Untuk keperluan pembuktian dalam
tulisan ini didefinisikan jenis subdivisi baru yang menambahkan bukan titik tetapi lintasan. Subdivisi lintasan
dari suatu graf tidak kosong G adalah graf yang diperoleh dari graf G dengan menghapus suatu garis e = uv dan
menambahkan suatu lintasan baru w — p dan garis uw dan vp.

Graf Jahangir J, ,, untuk m > 3 adalah graf pada nm + 1 titik yaitu graf yang memuat sebuah sikel C,,,,
dengan tambahan satu titik yang bertetangga dengan m titik dari C,,,, dimana m titik tersebut masing-masing
berjarak n pada C,,,,, ( [8]). Contoh graf Jahangir /5 5 disajikan pada Gambar 1.

Gambar 1. Graf Jahangir J3 5

Graf Jahangir J,, ,, mempunyai titik sebanyak |V (J,.m )| = nm + 1 dan garis sebanyak |E(J,,»)| = (n + 1)m. Di
antara titik-titik tersebut satu titik berderajat m, sebanyak m titik berderajat tiga, dan sisanya titik berderajat dua.
Untuk mempermudah penyebutan dalam tulisan ini, titik berderajat m disebut titik p, sedang nm titik yang lain
disebut titik v,,v,, ..., v, sedemikian sehingga titik v, berderajat tiga. Dengan penyebutan tersebut dapat
dimaklumi jika titik-titik berderajat tiga yang lain adalah vy, 1, V241, -) Vam—1)n+1 S€dang titik-titik berderajat
dua adalah v;,,; untukt = 0,1,...,m —1dani = 2,3, ...,n.

Beberapa kajian terkait graf Jahangir dan dominasi antara lain bilangan dominasi, dominasi terhubung,
dominasi total, dominasi independen, dan dominasi terbatasi dari graf Jahangir /, ,,, oleh Mojdeh [8]. Juga bilangan
dominasi medium oleh Ramachandran [9]. Beberapa hasil yang telah ada dan akan digunakan dalam tulisan ini
diantaranya sebagai berikut.

Proposisi 1 [10] Jika G graf terhubung dengan diameter d maka y.,(G) = %
Proposisi 2 [10] Jika G graf terhubung dengan radius r maka y.,(G) = z?r
Proposisi 3 [10] Jika G graf terhubung dengan girth g maka y.,(G) = %
Proposisi 4 [10] Untuk n > 3 berlaku y<,(B,) = ¥<»(Cp) = E]

Proposisi 5 [8] Untuk m > 4, bilangan dominasi graf Jahangir y(]z‘m) = [%] +1

2. METODE PENELITIAN
Penelitian dilaksanakan dalam beberapa langkah sebagai berikut:

1. Langkah pertama adalah menentukan bilangan dominasi jarak-2 untuk graf Jahangir J,, ,, untuk nilai n dan m
tertentu, dimulai darin = 2,3, ...,15 danm = 3,4, ...,15.

2. Mengkaji pola bilangan dominasi jarak-2 yang telah diperoleh.

3. Memformulasi nilai bilangan dominasi jarak-2 dari langkah 1 dan 2.

4. Melakukan uji validasi formula pada langkah 3 dengan menentukan nilai bilangan dominasi jarak-2 graf
Jahangir dengan nilai n dan m sebarang.

5. Menyusun teorema tentang bilangan dominasi jarak-2 yang telah diperoleh

6. Membuktikan teorema yang telah disusun.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pembahasan dibagi dalam dua kelompok, pertama membahas nilai bilangan dominasi jarak-2 untuk graf
Jahangir dengan nilai n tertentu sedemikian hingga diperoleh pola yang dapat diperumum untuk semua graf
Jahangir. Bagian kedua merupakan perumuman nilai bilangan dominasi jarak-2 untuk semua graf Jahangir.

Bilangan Dominasi Jarak-2 Graf Jahangir J,, ,,
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3.1. Batas Bilangan Dominasi Jarak-2 Graf Jahangir

Dari definisi graf Jahangir J,, ,, didapat radiusnya adalah BJ + 1, diameternya n + 1 untuk n gasal dan n + 2

untuk n genap dengan n > 2 dan m > 3, sedangkan girthnya adalah n + 2. Dengan memperhatikan Proposisi 1-
3 diperoleh hasil berikut.

n+2

5

Oleh karena graf Jahangir terdiri dari graf sikel C,,,,, ditambah satu titik dengan keterhubungan sebagaimana diatur
dalam definisi, maka nilai bilangan dominasi jarak-2 tidak melebihi bilangan dominasi jarak-2 subgraf sikelnya.

Lema 6 Untuk m > 3, batas bawah bilangan dominasi jarak-2 graf Jahangir y<,(Jm) =

Lema 7 Untuk m > 3, batas atas bilangan dominasi jarak-2 graf Jahangir y., (]n,m) < [%

3.2. Bilangan Dominasi Jarak-2 Graf Jahangir J,, ,, untuk 2 < n <6

Teorema 8 Untuk n = 2,3, bilangan dominasi jarak-2 graf Jahangir y., (]n‘m) =1.

Bukti. Diambil S = {p}. Semua titik berderajat tiga bertetangga dengan p, sedang titik berderajat dua mempunyai
jarak dua dengan p. Ini menunjukkan bahwa S merupakan himpunan dominasi jarak-2 pada J, ,, dan /5 ., sekaligus
merupakan himpunan dominasi minimum. ¢

Teorema 9 Untuk n = 4, bilangan dominasi jarak-2 graf Jahangir y<, (]n_m) = [%] + 1.

Bukti. Pembahasan dibagi dalam dua kasus sesuai nilai m.

a. Untuk m genap, diambil S = {p, vy, v, ..., Vam_2)+1}- Dapat dilihat bahwa titik-titik v,,, Varyq, Varso UNtuk
t=1,3,..,m—1 berada dalam jarak-2 dengan titik p, titik-titik v,, v3, V4, Va1 berada dalam jarak-2
dengan titik v, , dan titik-titik v,;_q, Vs¢, Var42, Varss Derada dalamjarak 2 dengan vy, untukt = 2,4, ...,m —
2. Ini berarti S merupakan himpunan dominasi jarak-2. Selanjutnya dapat dilihat pula bahwa |S| = mT_Z +2=
4+ 1.

Andaikan ada S; himpunan dominasi jarak-2 dengan |S;| < % Dibedakan dua kasus.

Kasus 1. Jika p € S;. Titik p berjarak satu dengan v,;,,; dan berjarak dua dengan v,, dan v,;,,, untuk t =
0,1, ...,m — 1. Sementara titik-titik v,,, ; yang ada sebanyak m titik harus didominasi jarak-2 oleh % — 1 titik
lain dari S;. Titik-titik ini harus didominasi jarak-2 oleh titik-titik v;, bukan titik p. Karena titik-titik v;
membentuk sikel C,,, maka jumlah titik yang harus mendominasi jarak-2 paling sedikit adalah %m Diperoleh

kontradiksi, karena %m > ?— 1.
Kasus 2. Jika p ¢ S,. Tanpa mengurangi keumuman bukti, diambil v; € S;. Tentu v; mendominasi jarak-2
titik p. Dalam hal ini 4m titik-titik v; didominasi jarak-2 oleh % titik di antaranya. Hal ini tidak mungkin

karena sikel dengan 4m titik didominasi jarak-2 oleh paling sedikit %m titik, sedangkan %m > ?

b. UntUk m gasal, diambil S = {p, Vq, U9, ...,U4_(m_3)+1, U4(m_2)+3}. Titlk'titik U4t, U4t+1' U4t+2 UntUk t =
1,3,...,m — 2,m — 1, berada dalam jarak-2 dengan titik p, titik-titik v, v3, Vs, Vam—1 berada dalam jarak-2
dengan titik vy, dan titik-titik v,;_1, Vs, Vars2, Varss Derada dalam jarak 2 dengan vy, untuk t = 2,4, ..., m —

3. Dalam hal ini titik v, )43 berjarak lebih dari dua terhadap titik elemen S yang lain sehingga harus menjadi

elemen S. Dengan demikian S membentuk himpunan dominasi jarak-2 dengan |S| = mT_l +2= mTH + 1.

Andaikan ada S; himpunan dominasi jarak-2 dengan |S;| < mT“ Dibedakan dua kasus.

Kasus 1. Jika p € S;. Titik p berjarak satu dengan v,,,, dan berjarak dua dengan v,,,, v,; dan v,;,,, untuk

t =0,1,..,m— 1. Sementara titik-titik v,,, ; yang ada sebanyak m titik harus didominasi jarak-2 oleh mTH -

1 titik lain dari S;. Titik-titik ini harus didominasi jarak-2 oleh titik-titik v;, bukan titik p. Jumlah titik yang
dapat mendominasi jarak-2 titik-titik tersebut paling sedikit adalah %m Diperoleh kontradiksi, karena 4?"1 >

m+1
— -1
2
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Kasus 2. Jika p € S;. Tanpa mengurangi keumuman bukti, diambil v; € S;. Tentu v; mendominasi jarak-2
titik p. Dalam hal ini 4m titik-titik v; didominasi jarak-2 oleh mTH titik di antaranya. Hal ini tidak mungkin

karena sikel dengan 4m titik didominasi jarak-2 oleh paling sedikit 4?"1 titik, sedangkan %m > mTH ¢

Teorema 10 Untuk n = 5, bilangan dominasi jarak-2 graf Jahangir y., (]n_m) = m.

Bukti. Diambil S = {vy, ve, ..., Vs(n_1)+1}. TitiK-titik vs;_1, Vse, Vse12,, Vse43 dan p berada dalam jarak-2 dengan
titik vg,4q Untuk t = 1,2, ..., m — 1, sementara titik-titik vs,,_,, Vs, V2, V3 berada dalam jarak-2 dengan titik v;.
Ini berarti S merupakan himpunan dominasi jarak-2 dengan |S| = m. Andaikan ada S; himpunan dominasi jarak-
2 dengan |S;| <m — 1.

Kasus 1. Jika p € S;. Titik p berjarak satu dengan vs;,, untuk t = 0,1, ..., m — 1 dan berjarak dua dengan v,,
Vsm, Vs dan vs,,,, untuk t = 1,2, ..., m — 1. Sementara pasangan titik bertetangga vs;_, dan vg,_5 untuk t =
1,2, ...,m harus didominasi jarak-2 oleh m — 2 titik lain dari S;. Jarak antar pasang titik adalah lima sedang
banyaknya pasangan titik bertetangga vs,_, dan vs,_; adalah m pasang sehingga tidak mungkin titik-titik ini
didominasi jarak-2 oleh m — 2 titik diantaranya. Akibatnya timbul kontradiksi.

Kasus 2. Jika p ¢ S;. Tanpa mengurangi keumuman bukti, diambil v, € S;. Tentu v; mendominasi jarak-2 titik
p. Dalam hal ini 5m titik-titik v; didominasi jarak-2 oleh m — 1 titik di antaranya. Oleh karena 5m titik ini
membentuk subgraf sikel Cs,, maka titik-titik ini didominasi jarak-2 oleh paling sedikit m titik sehingga timbul
kontradiksi. 4

Teorema 11 Untuk n = 6, bilangan dominasi jarak-2 graf Jahangir ysz(]n,m) =m+1

Bukti. Diambil S = {p, Y V1o ...,v(m_l)nﬂ} Jelas bahwa titiK-titiK vy, vy, Vg, 08N Vap, Vags1, Vars UNMUK £ =
2
1,2, ...,m — 1 didominasi jarak-2 oleh titik p, sedangkan titik-titik lainnya beretangga dengan titik v,,_,, untuk

t=1,2,..,m. Ini berarti S merupakan himpunan dominasi jarak-2 dengan |S| =m + 1. Andaikan ada S;
himpunan dominasi jarak -2 dengan |S;| < m.

Kasus 1. Jika p € S;. Titik p berjarak satu dengan vg;,, untuk t = 0,1, ..., m — 1 dan berjarak dua dengan v,,
VUmny Vne 48N Uppyn, Untuk t = 1,2, ..., m — 1. Sementara titik-titik yang lain harus didominasi jarak-2 oleh m — 1
titik lain dari S;. Titik-titik ini membentuk m kelompok titik yang masing-masing merupakan lintasan dengan
panjang tiga dan jarak antar lintasan adalah empat. Hal ini menyebabkan harus ada elemen S, pada masing-masing
lintasan. Dengan demikian m kelompok lintasan tersebut harus didominasi oleh m titik elemen S;. Terjadi
kontradiksi.

Kasus 2. Jika p ¢ S;. Tanpa mengurangi keumuman bukti, diambil v, € S;. Tentu v; mendominasi jarak-2 titik
p. Dalam hal ini 6m titik-titik v; didominasi jarak-2 oleh m titik di antaranya. Oleh karena 6m titik ini membentuk
subgraf sikel Cg,,, maka titik-titik ini didominasi jarak-2 oleh paling sedikit %m titik sehingga timbul kontradiksi.

¢

3.3. Bilangan Dominasi Jarak-2 Graf Jahangir J;, ;,

Teorema 12 Untuk m > 3 berlaku Y<; (Jnssm) = V<2(Jnm) + M.

Bukti. Graf Jahangir J,,. 5 ., adalah subdivisi lintasan dari graf Jahangir /,, ,, dengan penambahan lintasan panjang
lima pada satu garis yang salah satu atau kedua titiknya berderajat dua. Penambahan ini terjadi pada setiap subgraf
lintasan v;_1yn41 — Ven41 UNtUK t = 1,2, ..., m. Menurut Proposisi 4, lintasan dengan panjang lima mempunyai
bilangan dominasi jarak-2 bernilai 1. Oleh karena penambahan lintasan dengan panjang lima terjadi pada m subgraf
lintasan v;_qyn4+1 — Vn+1 Maka penambahan bilangan dominasi jarak-2 graf J,,.,s ,,, dari bilangan dominasi jarak-
2 graf J,,,, adalah m.

Teorema 12 bersama Teorema 8-11 di atas dapat digunakan untuk menentukan nilai bilangan dominasi jarak-2
graf Jahangir secara umum. Dengan demikian didapatkan rumusan nilai bilangan dominasi jarak-2 untuk graf
Jahangir J,,, seperti di bawah ini. Perlu dicatat bahwa graf J,, tidak lain adalah graf roda yang bilangan
dominasinya satu, tentu saja bilangan dominasi jarak-2nya juga bernilai satu.

Akibat 13 Untuk m > 3, bilangan dominasi jarak-2 graf Jahangir J,, ,,, adalah

Bilangan Dominasi Jarak-2 Graf Jahangir J,, ,,
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km,jikan = 5k,dengan k=1,2,...
_ km +1,jikan = 5k +t,dengan k=0,1,2,... dant = 1,2,3
ySZ(]n,m) - .

[(Zkzl)m] +1,jikkan = 5k + 4, dengank =0,1,2,...

4. KESIMPULAN

Pembahasan di atas menunjukkan bahwa nilai bilangan dominasi jarak-2 graf Jahangir J,,, bersifat periodik
dengan periode lima. Terdapat tiga kelompok nilai bilangan dominasi jarak-2 graf Jahangir J,, ,, yang semuanya
bergantung pada nilai m kecuali untuk n = 1,2,3. Hasil tersebut dapat dikembangkan lebih lanjut untuk jenis
dominasi yang lain maupun untuk jenis graf yang lain.
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