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 Tulisan  ini membahas tentang karakterisasi dekomposisi modul yang 

dibangun secara hingga atas daerah valuasi. Ada beberapa konsep 

yang diperlukan untuk mengetahui kapan modul yang dibangun secara 

hingga dapat didekomposisikan. Konsep-konsep tersebut mengenai 

deret komposisi 𝑅𝐷 dan dimensi Goldie. Oleh karena itu, akan dibahas 

pula deret komposisi 𝑅𝐷 dan dimensi Goldie dari modul yang 

dibangun secara hingga atas daerah valuasi. Akan ditunjukkan bahwa 

modul yang dibangun secara hingga atas daerah valuasi dapat 

didekomposisikan menjadi tambah langsung submodul-submodul 

siklis jika dan hanya jika panjang deret komposisi $RD$nya sama 

dengan dimensi Goldienya.  

Kata Kunci 

Deret komposisi 𝑅𝐷  

Dimensi Goldie  

Panjang deret komposisi 𝑅𝐷 

 

 Copyright © 2017 SIMANIS.  

All rights reserved. 

Korespondensi: 

Dwi Mifta Maharani,  

Departemen Matematika, 

Univesitas Brawijaya  

Email: nendensitinurkholipah@yahoo.co.id 

 

 

1. INTRODUCTION  

Daerah valuasi didefinisikan dengan melihat keberadaan unsur tak-nol dari lapangan hasil baginya. 

Definisi daerah valuasi ini erat kaitannya dengan pemetaan valuasi pada suatu lapangan. Ada beberapa 

karakteristik dari daerah valuasi. Karakteristik tersebut dilihat berdasarkan urutan dua idealnya berdasarkan 

subhimpunan. Selain itu, terdapat pula sifat daerah valuasi yang terkait dengan ideal maksimalnya. 

Secara ringkas, modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama dapat didekomposisikan 

menjadi tambah langsung submodul-submodul siklis. Dengan melihat adanya fenomena tersebut, konsep 

pendekomposisian modul yang dibangun secara hingga berkembang pada modul yang dibangun secara hingga 

atas daerah valuasi. Daerah valuasi bukan generalisasi dari daerah ideal utama. Oleh karena itu konsep 

pendekomposisian dari modul yang dibangun secara hingga atas daerah valuasi sangatlah jauh berbeda dengan 

modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama. Pada tulisan ini, penulis akan membahas 

dekomposisi modul atas daerah valuasi. Khususnya, akan dilihat kapan suatu modul yang dibangun secara 

hingga atas daerah valuasi dapat didekomposisikan menjadi tambah langsung submodul-submodul siklis. 

Secara umum, teorema yang disajikan pada tulisan ini adalah hasil kajian pustaka dan bukan merupakan 

hasil baru. Pustaka utama yang digunakan adalah Finitely Generated Module over Valuation Ring yang 

ditulis oleh L. Salce dan P. Zanardo dan diterbitkan oleh Communication in Algebra pada tahun 1984. 

Pustaka utama lainnya adalah Module over Valuation Domain yang ditulis oleh L. Fuchs dan L. Salce yang 

diterbitkan oleh Marcel Dekker pada tahun 1985. Namun demikian alur penulisan dan pembuktian sifat-sifat 

disusun untuk mencapai tujuan di atas dan menjadikan tulisan ini self-contained. 

 

 

2. TINJAUAN PUSTAKA 

mailto:nendensitinurkholipah@yahoo.co.id


Halaman | 211  p-ISSN: 2580-4596; e-ISSN: 2580-460X 

 

Prosiding SI MaNIs (Seminar Nasional Integrasi Matematika dan Nilai Islami) Vol.1, No.1, Juli 2017: 210-

213 

Metode penelitan yang digunakan pada tulisan ini merupakan study literature. Secara umum, teorema 

yang disajikan pada tulisan ini adalah hasil kajian pustaka dan bukan merupakan hasil baru. Pustaka utama 

yang digunakan adalah Finitely Generated Module over Valuation Ring yang ditulis oleh L. Salce dan P. 

Zanardo dan diterbitkan oleh Communication in Algebra pada tahun 1984. Pustaka utama lainnya adalah 

Module over Valuation Domain yang ditulis oleh L. Fuchs dan L. Salce yang diterbitkan oleh Marcel Dekker 

pada tahun 1985. Namun demikian alur penulisan dan pembuktian sifat-sifat disusun untuk mencapai tujuan di 

atas dan menjadikan tuisan ini self-contained. 

 

 

 

3. HASIL DAN ANALISIS 

Secara umum, modul yang dibangun secara hingga atas daerah valuasi tidak dapat didekomposisikan 

menjadi tambah langsung submodul-submodul siklis. Contoh dari pernyataan ini dapat dilihat pada [7]. 

Sedangkan untuk modul yang dibangun secara hingga atas daerah valuasi yang dapat didekomposisikan 

menjadi tambah langsung submodul-submodul siklis dapat dilihat pada pembahasan di bawah.  

 

3.1.  Daerah Valuasi 

Karaterisasi Daerah Valuasi 

Misalkan 𝑅 daerah integral. Pernyataan berikut ekivalen. 

a) Gelanggang 𝑅 adalah daerah valuasi. 

b) Jika 𝐼 dan 𝐽 adalah sebarang ideal dari 𝑅 maka berlaku bahwa 𝐼 ⊆  𝐽 atau 𝐽 ⊆  𝐼. 

c) Jika 𝑎, 𝑏 ∈  𝑅 maka berlaku 𝑅𝑎 ⊆  𝑅𝑏 atau 𝑅𝑏 ⊆  𝑅𝑎. 

Contoh Daerah Valuasi 

Berikut akan diberikan beberapa contoh daerah valuasi. 

a) Setiap lapangan merupakan daerah valuasi. 

b) Misalkan 𝑝 bilangan prima di ℤ.  Daerah integral 𝑅 = {𝑝𝑟 𝑚

𝑛
|𝑟 ≥ 0, 𝑝 ∤ 𝑚, 𝑝 ∤ 𝑛} merupakan daerah 

valuasi. 

c) Misalkan 𝐾 lapangan dan 𝐾[𝑥] polinomial atas 𝐾. Tulis 

𝐹 = {
𝑎(𝑥)
𝑏(𝑥)

|𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥], 𝑏(𝑥) ≠ 0}. 

Perhatikan bahwa  

𝐾 = {
𝑎(𝑥)
𝑏(𝑥)

∈ 𝐹|𝑎(𝑥) = 0atau deg(𝑎(𝑥)) ≤ deg (𝑏(𝑥))}. 

 

Definisi Submodul 𝑹𝑫 

Submodul 𝑁 dari 𝑅 −modul 𝑀 disebut relatively divisible, disingkat 𝑅𝐷, dari 𝑀 jika 𝑟𝑁 = 𝑁 ∩ 𝑟𝑀 untuk 

setiap 𝑟 ∈ 𝑅. 

 

Contoh Submodul 𝑹𝑫 

a) Setiap subruang dari sutu ruang vektor 𝑉 merupakan submodul 𝑅𝐷 dari vektor 𝑉. 

b) Pandang ℤ10 sebagai ℤ −modul. Submodul ℤ2̅ dan ℤ5̅ merupakan submodul 𝑅𝐷 dari ℤ10. 

Sifat-Sifat Submodul 𝑹𝑫 

Misalkan 𝑀 merupakan 𝑅 −modul dan 𝐿, 𝑁 merupakan 𝑅 −submodul dari 𝑀. Pernyataan berikut berlaku. 

a) Suku tambah langsung dari 𝑀 merupakan submodul 𝑅𝐷. 

b) Relative divisibility bersifat transitif, yaitu jika 𝐿 adalah submodul 𝑅𝐷 dari 𝑁 dan 𝑁 merupakan 

submodul 𝑅𝐷 dari 𝑀, maka 𝐿 merupakan submodul 𝑅𝐷 dari 𝑀. 

 

3.2.  Deret Komposisi 𝑹𝑫  

 

Definisi Deret Komposisi 𝑹𝑫 

Misalkan 𝑀 adalah 𝑅-modul. Deret komposisi 𝑅𝐷 dari 𝑀 adalah deret submodul 𝑅𝐷 dari 𝑀 
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0 = 𝑀0 < 𝑀1 < ⋯ < 𝑀𝑛−1 < 𝑀𝑛 = 𝑀. 
Deret tersebut dinamakan deret komposisi 𝑅𝐷 dengan faktor siklis jika 𝑀𝑖/𝑀𝑖−1 merupakan modul siklis 

dengan 𝑖 = 1, … , 𝑛. 

Barisan ideal 𝐴𝑖 = 𝐴𝑛𝑛(𝑀𝑖/𝑀𝑖−1) disebut barisan pembuat nol dari 𝑀. 

 

Eksistensi Deret Komposisi 𝑹𝑫 dari Modul yang Dibangun secara Hingga atas Daerah Valuasi 

Misalkan 𝑀adalah 𝑅 −modul yang dibangun secara hingga. Terdapat rantai hingga submodul dari 𝑀 

0 = 𝑀0 < 𝑀1 < ⋯ < 𝑀𝑛−1 < 𝑀𝑛 = 𝑀  
sehingga 

 setiap 𝑀𝑖 merupakan submodul 𝑅𝐷 dari 𝑀, 

 faktor modul 𝑀𝑖/𝑀𝑖−1 siklis untuk 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1. 

Lebih lanjut rantai di atas dapat dipilih sehingga 

𝐴𝑛𝑛(𝑀) = 𝐴𝑛𝑛(𝑀1) ≤  𝐴𝑛𝑛 (
𝑀2

𝑀1

) ≤ ⋯ ≤  𝐴𝑛𝑛 (
𝑀𝑛

𝑀𝑛−1

). 

 

Sifat Deret Komposisi 𝑹𝑫 dari Modul yang Dibangun secara Hingga atas Daerah Valuasi 

1. Panjang dari deret komposisi 𝑅𝐷 

0 < 𝑀0 < 𝑀1 < ⋯ < 𝑀𝑛−1 < 𝑀𝑛 = 𝑀 

Dari 𝑅 −modul yang dibangun secara hingga 𝑀 sama dengan 𝑔𝑒𝑛(𝑀). 

 

 

3.3. Dimensi Goldie 

Definisi Dimensi Goldie 

Misalkan 𝑀 merupakan 𝑅 −modul. Tulis 

 

𝒜 = {|𝐼|| ⊕𝛼∈𝐼 𝑀𝛼 , 0 ≠ 𝑀𝛼 ≤ 𝑀}. 
 

Supremum dari 𝒜 disebut dimensi Goldie dari 𝑀 dan dinotasikan dengan 𝑔(𝑀). 

 

Contoh Dimensi Goldie  

Berikut akan diberikan beberapa contoh dimensi Goldie dari suatu modul. 

a) Pandang ℤsebagai ℤ −modul. Misalkan ℤ𝑎 dan ℤ𝑏 merupakan ideal tak-nol dari ℤ. Perhatikan 

bahwa  ℤ𝑎 ∩  ℤ𝑏 = ℤ𝑐 ≠  0 dengan 𝑐 merupakan kelipatan persekutuan terkecil dari 𝑎 dan 𝑏. Oleh 

karena itu dimensi Goldie dari ℤ sebagai ℤ −modul adalah satu. 

b) Pandang 𝑅 sebagai 𝑅 modul siklis dengan 𝑅 merupakan daerah valuasi. Setiap dua submodul tak-

nol dari 𝑅 dapat dibandingkan. Dengan demikian 𝑔(𝑅) = 1. 

c) Misalkan ℤ6 adalah ℤ −modul. Perhatikan bahwa 𝑔(ℤ6) = 2. 

 

Sifat Dimensi Goldie  

1. Jika 𝑁 merupakan 𝑅 −submodul dari 𝑀, maka 𝑔(𝑁) ≤ 𝑔(𝑀). 

 

3.4. Submodul Prebasic 

Definisi Submodul Prebasic 

Submodul 𝐵 dari 𝑅 −modul yang dibangun secara hingga 𝑀 disebut submodul prebasic dari 𝑀 jika memenuhi 

kondisi berikut.  

1. Submodul 𝐵 merupakan tambah langsung dari submodul-submodul siklis. 

2. Submodul 𝐵 merupakan submodul 𝑅𝐷 dari 𝑀. 

3. Jika 𝑥 ∈ 𝑀 dengan 𝑥 ≠ 0 maka berlaku 𝐵 ∩ 𝑅𝑥 ≠ 0 atau 𝐵 + 𝑅𝑥 bukan submodul 𝑅𝐷 dari 𝑀. 

Dengan menggunakan lema Zorn, setiap modul yang dibangun secara hingga atas daerah valuasi dapat dibuktikan 

selalu memiliki submodul prebasic. 
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Sifat Submodul Prebasic 

1. Jika 𝑀 merupakan 𝑅 −modul yang dibangun secara hingga, maka terdapat submodul prebasic 𝐵 sehingga 

𝑔(𝐵) = 𝑔(𝑀). 

 

 

4. KESIMPULAN 

 

Berikut merupakan karakterisasi dekomposisi modul yang dibangun secara hingga atas daerah valuasi. 

Modul 𝑀 yang dibangun secara hingga atas daerah valuasi 𝑅 dapat dideomposisikan menjadi tambah langsung 

submodul-submodul siklis jika dan hanya jika dimensi Goldienya (𝑔(𝑀)) sama dengan panjang deret 

komposisi 𝑅𝐷nya (𝑙(𝑀)). Bukti karakterisasi tersebut akan disajikan berikut. 

(⟹) Misalkan 𝑀 = 𝑅𝑥1 ⊕ 𝑅𝑥2 ⊕ … ⊕ 𝑅𝑥𝑛. Karena suku langsung dari 𝑀 merupakan submodul 𝑅𝐷dari 

𝑀, maka barisan 

 

0 < 𝑅𝑥1 <⊕𝑖=1
2  𝑅𝑥𝑖 < ⋯ <⊕𝑖=1

𝑛  𝑅𝑥𝑖 = 𝑀 

 

 merupakan deret komposisi 𝑅𝐷 dari 𝑀 dengan 𝑙(𝑀) = 𝑛 = 𝑔(𝑀). 

 

(⟸) Misalkan 𝑔(𝑀) = 𝑙(𝑀). Maka terdapat submodul prebasic 𝐵 sehingga 𝑔(𝐵) = 𝑔(𝑀). Perhatikan 

bahwa 𝑔(𝐵) = 𝑔(𝑀) = 𝑙(𝑀) < ∞. Ini berarti, 𝐵 merupakan 𝑅 −modul yang dibangun secara 

hingga. Andaikan 𝐵 < 𝑀. Maka berlaku 𝑔𝑒𝑛(𝐵) < 𝑔𝑒𝑛(𝑀). Perhatikan bahwa 𝑙(𝐵) = 𝑔𝑒𝑛(𝐵) ≤
𝑔(𝐵). Diperoleh 𝑔(𝐵) ≤ 𝑙(𝐵) = 𝑔𝑒𝑛(𝐵). Akibatnya, 𝑔(𝐵) = 𝑔𝑒𝑛(𝐵). Perhatikan bahwa  

 

𝑔𝑒𝑛(𝐵) < 𝑔𝑒𝑛(𝑀) 

 

𝑔(𝐵) < 𝑙(𝑀) = 𝑔(𝑀). 
 

Hal ini kontradiksi dengan 𝑔(𝑀) = 𝑔(𝐵). Jadi pengandaian salah. Dengan demikian, diperoleh 

bahwa 𝐵 = 𝑀. 
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