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Graf didefinisikan sebagai suatu himpunan titik V(G) yang tidak kosong dan
himpunan sisi E(G) yang mungkin kosong. Graf koset adalah salah satu graf
dengan setiap titik pada graf adalah himpunan koset kanan dari suatu subgrup
H di suatu grup P, dua koset Hx dan Hy akan terhubung oleh sisi berarah dari
Hx ke Hy jika dan hanya jika yx~! € HSH dengan S adalah subhimpunan dari
P dan dinotasikan dengan I'(P, H, HSH). Grup dihedral-2n adalah suatu grup
yang anggotanya terdiri dari simetri-simetri pada segi n beraturan yang
memuat rotasi dan refleksi dan dinyatakan dengan D,, ={1,r,
r2, .., 1™ 1,5, 57,572, ..., sr™ 1}, Penelitian itu bertujuan untuk menentukan
karakteristik graf koset dari subgrup normal pada grup dihedral. Selanjutnya,
subgrup normal pada grup dihedral-2n di antaranya {1,7,72,..,7""1},

{1,74,7%4, ., v %} untuk d|n, D,, dan tambahan untuk untuk n genap
{L,r2,r4, .2 s, 512,514, L, 512} dan {1,730t L 2, s sl
sr3,...,sr™ 1}, Pembahasan dalam penelitian ini dibatasi pada subhimpunan
{s},{r}, dan {1} dengan mengkaji grup Dy sampai D;¢ untuk menentukan
karakteristik graf koset pada D,,,. Berdasarkan hasil penelitian ini diperoleh
graf koset dari D,,, terhadap subgrup normal H dan subhimpunan S jika H o
SoH # H dan banyak kosetnya adalah 2 maka graf I'(Dy,, H,H oS o H)
adalah digraf sikel berorder 2. Jika HoSoH #H dengan H =
{1,74,7%4, ., v %} untuk S = {s} maka graf I'(D,,, H,H o S o H) adalah
digraf yang memuat d sikel berorder 2 sedangkan untuk S = {r} maka
['(Dyy, H, H o S o H) adalah digraf yang memuat 2 sikel berorder d. Dan jika
H o S o H = H maka membentuk digraf nol. Kemudian semua titik pada graf
I'(Dyn, H,HoSoH) dengan HoSoH # H adalah berderajat dua. Bagi
penelitian selanjutnya diharapkan untuk membahas graf koset dari subgrup
normal dan semua subhimpunan pada grup dihedral beserta teorema-teorema
lain tentang graf koset.
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1. PENDAHULUAN

Graf didefinisikan dalam himpunan titik V(G) yang tidak kosong dan himpunan garis atau sisi E(G)
yang mungkin kosong. Dan grup (P,*) merupakan suatu himpunan tak kosong P dengan operasi biner * yang
memenubhi tiga aksioma yaitu operasi * bersifat assosiatif di P, mempunyai unsur identitas terhadap operasi *,
dan setiap unsur di P mempunyai invers terhadap operasi . Selanjutnya subhimpunan H di P adalah subgrup
dari P jika H tak kosong dan H tertutup terhadap operasi dan invers.

Koset merupakan salah satu kajian ilmu tentang teori grup. Untuk setiap x € P, himpunan xH =
{xh|h € H} merupakan koset kiri dari H dan Hx = {hx|h € H} adalah koset kanan dari H. Subgrup H disebut
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normal jika dan hanya jika x * H = H * x untuk setiap x € P. Kemudian dibentuk graf koset dari suatu subgrup
H di grup P dan untuk dua buah koset Hx dan Hy akan terhubung oleh sisi berarah dari Hx ke Hy jika dan
hanya jika yx~* € HSH dengan S adalah suatu subhimpunan di P [1].

Grup dihedral-2n (D,,,) adalah salah satu grup dalam aljabar yang anggotanya simetri-simetri dari
poligon-n. Artinya suatu poligon-n dapat menempati bingkai simetri kembali dari komposisi rotasi yang (r)
dan refleksi (s). Terdapat subgrup normal di D,,, yaitu {1,772, ...,7"" 1}, {1,r%, %%, ...,v" 4} untuk d|n, D,,
dan saat m genap adalah {1,r%7r% ..,r""%,s,sr?, sr%, .., sr™2} dan {1,7%,r%, .., v"7%, 57,573,
sro, .., st 1} 2]

Penelitian ini membahas tentang graf koset secara umum dengan memadukan teori grup dan graf yang
difokuskan pada analisis subgrup normal dengan sifat koset kiri sama dengan koset kanan. Kemudian graf
koset dapat membentuk pola sisi berarah dan derajat titik pada graf. Gagasan graf koset yang dari penelitian
Muftirridha [3] dengan merujuk pada definisi graf koset Schneider [1] sehingga penelitian ini mengambil tema
“Graf Koset dari Subgrup Normal pada Grup Dihedral”.

2.  HASIL DAN PEMBAHASAN
2.1. Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal H; = {1,772, ..., 1}
Teorema 1

Diberikan grup D,, untuk setiap n bilangan bulat positif dan n>3.
H, = {ri|1 < i < n} adalah subgrup normal dan S adalah suatu subhimpunan dari D,,,.

i) JikaS = {s} maka graf I'(D,,, H,, H, o S o H,) adalah digraf sikel berorder 2.

ii) JikaS = {r}atau S = {1} maka graf I'(D,,, H;, H, o S o H;) adalah digraf nol berorder 2.
Bukti:

Diketahui D,,, = {1,r,1%,...,r""1,s,s1,5r?, ...,sr" 1} dan H; = {1,r,r?, ..., r""1}. Menurut teorema
Lagrange, banyak koset dari H; di D,, adalah Zn—n = 2 koset yaitu H; = {1,r,r?%,..,r" 1} = H; or! dan
{s,sr,sr?,...,sr" 1} = H; osr/ sebarang i dan j. Sehingga {H; ori,H, osr’} untuk suatu 1 <i,j<n
merupakan himpunan titik pada graf kosetnya.

i)  Ambil S = {s} sehingga HyoSoH, ={s,sr,sr? .., sr" 1} Karena
srio(r) ™t =sr/*mi e H o So H, maka terdapat sisi berarah dari H, or! ke H,o
srl.Sebaliknya i o (sr/)~ = sr™"~i*J € H, o § o H, maka terdapat sisi berarah dari H, o sr/ ke
H, or'. Terbukti bahwa jika S = {s} maka graf I'(D,,, Hy, H, o S o H;) adalah digraf sikel
berorder 2.

i)  Ambil S = {r} sehingga H, oS o H, = H,. Karena st/ o (r')~* = sr/*"~i ¢ H, maka tidak
terdapat sisi berarah dari H, o r* ke H, o sr/. Sebaliknya karena ri o (sr/)~' = sr™~i*J ¢ H,
maka tidak terdapat sisi berarah dari H, o sr/ ke H; o r'. Begitu pula untuk S = {1} sehingga
H, oS o H; = H;. Jadi, jika S = {r} atau S = {1} maka graf I'(D,,, H,,H, S o H;) adalah
digraf nol berorder 2.

Akibat 1

Graf I'(Dyn, Hy, Hy © S © Hy) dengan H, = {r’|1 < i <n}dan S = {s} hanya memiliki dua titik yang
masing-masing berderajat dua.
Bukti:

Berdasarkan bukti pada teorema 1 terdapat sisi berarah dari titik H, o r* ke titik H; o sv/ sehingga
od(H, o) =1 dan id(H, osr/) = 1. Dan terdapat sisi berarah dari H, osr/ ke H;or! sehingga
od(H, o sr/) = 1 dan id(H, o ) = 1.

Jadi deg(H, o 1Y) = od(Hy o r%) + id(H, o ") = 1 + 1 = 2, begitu pula

deg(H, o sr/) = od(H, o st/) + id(Hyosr/) =1+1=2.

2.2. Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal H, = {1,774, ...,r"2}
Teorema 2

Diberikan grup D,,, dengan n genap dann > 4. H, = {r2i|1 <i< g}adalah subgrup normal dan S
adalah suatu subhimpunan dari D,,,.
i) JikaS = {s}atau S = {r} maka graf I'(D,,,, H,, H, » S o H;) adalah digraf yang memuat 2 sikel
berorder 2.

i) JikaS = {1} maka I'(D,,, H,, H, o S o H;) adalah digraf nol berorder 4.
Bukti:

Diketahui D,,, = {1,7,72,...,7"" %, 5,51, 512, ...,sr" 1} dan H, = {r2i|1 <i< Z}
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Menurut teorema Lagrange, banyak koset dari H, di D,,, adalah ZT" = 4 koset yaitu {r,r3,.., 7" 1} = H, 0

2
r2t {5,512, ..., 512} = H, o sr?, {sr,s13,...,s7""1} = H, o sr?*! sebarang i. Sehingga {H, o r?!,H, o
r2H1 H, 0 512 Hy 0 sr2F 1} untuk suatu 1 < i < 2 merupakan himpunan titik pada graf kosetnya.
i)  Ambil S ={s} sehingga H,oSoH, = {s,s7r%,...,s7" 2} sr¥o(r?) ' =s5€H,0S0H,
maka terdapat sisi berarah dari titik H, o 2! ke H, o sr?%. Sebaliknya 12! o (sr?!)"'s € H, 0 S o
H, maka terdapat sisi berarah dari titik H, o sv2¢ ke H, o r?!, Selanjutnya sr2i+1 o (r2i+1)=1 =
s € H, oS o H, maka terdapat sisi berarah dari titik H, o r%*1 ke H, o sr?*1, Sebaliknya
r?tlo (sr?*) "l =seH,0oSoH, maka terdapat sisi  berarah  dari titik
H, o sr?*1 ke H, o r?*1, Begitu pula saat S = {r} sehingga H, o So H, = {r,r3,...,7""1}.
r?Hlo (r2)=1 = r € H, o S o H, maka terdapat sisi berarah dari titik H, o 2! ke H, o r2*1,
Sebaliknya %t o (r?2i*1)~1 = y"~1 € H, o S o H, maka terdapat sisi berarah dari titik H, o r2i+?
ke H, o r?%, Selanjutnya sr2i*1 o (sr21)~1 = ™1 € H, o S o H, maka terdapat sisi berarah dari
titik H, o sr?t ke H, o sr?i*1, Sebaliknya sr?! o (sr2i*1)™1 =1 € H, o S o H, maka terdapat
sisi berarah dari titik H, o sr?i*1 ke H, o sr?!. Terbukti bahwa jika S = {s} atau S = {r} maka
graf ['(D,n, Hy, H, © S o Hy) adalah digraf yang memuat 2 sikel berorder 2.
i)  Ambil S = {1} sehingga H, o S o H, = H,. Karena tidak terdapat sisi berarah pada titik-titik H, o
2, H, o r?*1 H, o0 512, dan H, o sr?*! maka graf T'(D,,,, Hy, H; © S © H,) adalah digraf nol
berorder 4.
Akibat 2
Jika H, = {1,r%,7%, ...,r" 2} dan S = {s} atau S = {r} maka semua titik pada graf I'(D,,, H,, H, ©
S o H,) adalah berderajat dua.
Bukti:
Berdasarkan bukti pada teorema 2 saat S = {s} diperoleh od(H, o r?}) = 1 dan id(H, o sr?!) = 1.
Sebaliknya od (H, o sr?!) = 1 dan id(H, o r?%) = 1.
Selanjutnya od(H, o r?*1) =1 dan id(H, o sr?'*1) = 1. Sebaliknya od(H, o sr?*1) =1 dan id(H, o
sr?t) = 1.
Jadi deg(H, o %) = 0d(Hy o r*) + id(Hy 0or?) =1+ 1 =2;
deg(H, o sr?") = od(H, o sr?") + id(Hyosr?) =1+ 1=2;
deg(H, o v**1) = od(H, o r?"*1) + id(Hy o 7?1 =14+ 1 = 2;
deg(H, o sr?'*Y) = 0d(H, o sr?*Y) +id(H, o sr?* ) =1+ 1 = 2.
Begitu pula saat S = {r} diperoleh deg(H, o r?!) = deg(H, o sr?) = deg(H, o r**1) = deg(H, o
Sr2i+1) = 2.

2.3. Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal H; = {1, rg}
Teorema 3

Diberikan grup D,,, dengan n genap dann = 4. H; = {1, r?} adalah subgrup normal dan S adalah
suatu subhimpunan dari D,,,.

i) Jika S = {s} maka graf ['(D,,,, H;, H; o S o H;) adalah digraf yang memuat g sikel berorder 2.

ii) Jika S = {r} maka graf ['(D,,,, Hs, H; o S o H3) adalah digraf yang memuat 2 sikel berorder g

iii) Jika S = {1} maka graf I'(D,,, Hs, H; o S o H3) adalah digraf nol berorder n.
Bukti:

Diketahui D,,, = {1,7,72,...,7"" %, 5,517,512, ...,sr" 1} dan H; = {1, rg}
Menurut teorema Lagrange, banyak koset dari H; di D,, adalah 2?“ = n koset yaitu H; = {1, rg} =Hjo
rg, {r, rgﬂ} =Hjo rgﬂ,{rz,rg“} =Hjo r§+2, ...,{rg_l,r"'l} =Hjo rg_l,{s, Srg} =Hzo
Srg, {sr, srgﬂ} =Hjo srgﬂ,{srz,sr%”} =Hjo sr§+2, ) {rg_l,r"'l} =Hjo ST'g_l.
Sehingga {H; ° rg, Hj o r§+1, Hj o r§+2, ., Hzo rg_l,H3 o ST‘g, Hj o srg+1,H3 o Srg”, v, Hyo srg_l} atau
{H3 ° rg”, Hj o sr2* untuk setiap1 <i < g} merupakan himpunan titik pada graf kosetnya.

i)  Ambil S ={s} sehingga H;oSoH; = {s, srg}. srztio (rgﬂ')_l =5 € Hy0S50oH; maka

n . n . n .
terdapat sisi berarah dari titik Hy 072" ke Hyosr2* untuk 1 <i < g Sebaliknya rz*' o
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n, .1 n. . n, .
(sﬁ“) = 5 € H; o S o H; maka terdapat sisi berarah dari titik H; o srz*" ke Hy o r2*" untuk

1<i< g Terbukti bahwa jika S = {s} maka graf ['(D,,, Hs, H; o S o H;) adalah digraf yang
memuat  sikel berorder 2.

n

i)  Ambil S = {r} sehingga H; o S o Hy = {r, ﬁ“}. Untuk 1 <i < gsedemikian hingga rz*** o
n "1 n. . n. .
(ﬁ“) =1 € Hy o S o Hy, maka terdapat sisi berarah dari titik Hy o rz*" ke Hy o rz*'*1, Dan
n. . n. . -1 n. .
rztto (ﬁ“_l) =1 € Hy o S o H, maka terdapat sisi berarah dari titik Hy o rz*'* ke H, o

n. . n. . n, .\—1
rz*!, Selanjutnya srz*""' o (sﬁ“) =1 € Hy o S o H; maka terdapat sisi berarah dari titik

n . n . n. . n .
Hsosrz™ ke Hyosrzt'™'. Dan srzt'o (sﬁ““) =r € Hy oS oH, maka terdapat sisi

berarah dari titik Hyosrzt*l ke Hyosrz™. Terbukti bahwa jika S = {r} maka graf
['(D,,, Hz, H; o S o H3) adalah digraf yang memuat 2 sikel berorder 2
iii) Ambil S = {1} sehingga H; o S o H; = H. Karenatidak terdapat sisi berarah pada titik-titik Hy o
2 Hy o sr2™t untuk setiap 1< i <~ maka graf T(Doy, Hy, Hy © S o Hy) adalah digraf nol
berorder n.
Akibat 3
JikaH; = {1, rg} dan S = {s} atau S = {r} maka semua titik pada graf ['(D,,,, H;, H; o S o H3) adalah
berderajat dua.
Bukti:

Berdasarkan bukti pada teorema 3 saat S = {s} diperoleh od (H3 ° rg”) = 1danid (H3 ° srg”) =
1. Sebaliknya od (H3 0 sr%”) = 1dan id (H3 0 r§+i) =1.
Jadi deg (H3 ° rgﬂ') = od (H3 ° rg”) +id (H3 ° rg”) =1+4+1=2;
deg (H3 ° srgﬂ') = od (H3 o sr%”) +id (H3 o sr%’i) =1+1=2.
Begitu pula saat S = {r} diperoleh deg (H3 o r§+i) = deg (H3 0 sr§+i) =2.

2.4. Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal Hg = {1,72, ..., 7" 2,5, s1%, ..., st %}
Teorema 4

Diberikan grup D,,dengann genap dann > 4. H, = {1,72,...,7""2,s,sr?, ..., sr™ 2} adalah subgrup
normal dan S adalah suatu subhimpunan dari D,,,.

i) Jika S = {r} maka graf ['(D,,,, H,, H, ° S o H,) adalah digraf sikel berorder 2.

ii) JikaS = {s}atau S = {1} maka graf I'(D,,, H,, H, o S o H,) adalah digraf nol berorder 2.
Bukti:

Diketahui Dy, = {1,7,72,..,7" L, s,s1,s7%, ...,s7™1} dan H, ={1,7% ..,7" % s,s1% ...,
sr"~2}. Menurut teorema Lagrange, banyak koset dari H, di D,, adalah 27" =2 koset yaitu H, =
{1,7%,...,v"2,s,512,...,sv" 2} = H, o sr?' dan {r, 73, ...,r™"" L, sr, 513, .., st} = H, o sr?/*1 sebarang i
dan j. Sehingga {H, o sr?!, H, o sr?/*1} untuk suatu 1 <i,j < Z— 1 merupakan himpunan titik pada graf
kosetnya.

i)  Ambil S = {r}sehingga H, oS o H, = {r, 73, ...,7"" L, 57,573, ..., sT™ 1}

Karena sr?/*1 o (sr?1)~1 = y7=20-D-1 € H, o § o H, maka terdapat sisi berarah dari H, o sr?
ke H, o sr?/*1 Sebaliknya sr? o (sr2/+1)~1 = yn-2-D+1 € H, o S o H, maka terdapat sisi
berarah dari H, o sr?/* ke H, o srt. Terbukti bahwa jika S = {r} maka graf I'(Dy,,, Hy, Hy o S ©
H,) adalah digraf sikel berorder 2.

ii) Ambil S = {s} sehingga H, o S ° H, = H,. Karena sr?/*1 o (sr?)~1 = y7~20-D-1 ¢ H, maka
tidak terdapat sisi berarah dari H, o sr’ ke H, o sr?/*, Sebaliknya karena sr?! o (sr?/*1)~1 =
rn-20-D+1 ¢ 1, maka tidak terdapat sisi berarah dari H, o sr2/*1 ke H, o sri. Begitu pula
untuk S = {1} sehingga H,°SoH, =H,. Jadi, jika S ={s} atau S = {1} maka graf
['(Dyp, Hy, Hy © S © Hy) adalah digraf nol berorder 2.

Akibat 4
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JikaH, = {1,72,...,7"72, 5,572, ...,sr™ 2}dan S = {r}maka semua titik pada graf ['(D,,,, Hy, Hy 0 S ©
H,) adalah berderajat dua.
Bukti:
Berdasarkan bukti pada teorema 4 saat S = {r} diperoleh od(H, o sr?") = 1 dan id(H, o sr¥*) =
1. Sebaliknya od(H, o sr?/*1) = 1 dan id(H, o sr?') = 1.
Jadi deg(H, o sr?') = od(H, o sr?") + id(H, o sr?) = 1 + 1 = 2, begitu pula
deg(H, o sr#*Y) = od(H, o sr?*Y) +id(H, o sr?* ) =1+ 1= 2.

2.5. Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal Hs = {1,72,...,v" 2, sr,sr3, ..., sr"" 1}
Teorema 5

Diberikan grup D,, dengan m genap dan n > 4. Hy = {1,72,...,r" 2, sr,sr3, ...,sr™ 1} adalah
subgrup normal dan S adalah suatu subhimpunan dari D,,,.

i) JikaS = {s}atau S = {r} maka graf I'(D,,,, Hs, Hs o S o Hs) adalah digraf sikel berorder 2.

i) Jika S = {1} maka graf ['(D,,,, Hs, Hs © S o Hg) adalah digraf nol berorder 2.

Bukti:

Diketahui  D,, = {1,7,7%,..,7" L, s,s7,s1%,...,sr™ 1} dan Hg = {1,r?, .., "% 57,573, ...,
sr™™1}. Menurut teorema Lagrange, banyak koset dari H, di D,, adalah %n = 2 koset yaitu Hg =
{1,72, ..., 7" 2, s, 573, .., st} = Hg o sr?th dan {r, 73, ..., 7", 5,512, .., s 2} = Hg o sT% sebarang i
dan j. Sehingga {Hg o sr?*1, Hy o sr?/} untuk suatu 1 <i,j < %— 1 merupakan himpunan titik pada graf
kosetnya.

i)  Ambil S = {s} sehingga Hg o S o Hg = {r, 73, ..., 7™ 1, 5,572, ..., s7™72}.

Karena sr?/ o (sr2i*1)~1 = yn=20-D+1 € .0 § o H; maka terdapat sisi berarah dari Hg o
sr?*+1 ke Hy o sr?. Sebaliknya sr2i*1o (sr2/)~1 = yn=2(-D-1 € [, o § o H; maka terdapat
sisi berarah dari Hgosr?/ ke Hgosri*!, Begitu pula S={r} sehingga HsoSoHs =
{r,r3, .., r" 1 5,572, ..., sr""%}. Terbukti bahwa jika S ={s} atau S ={r} maka graf
['(Dyn, Hs, Hg © S o Hs) adalah digraf sikel berorder 2.

ii) Ambil S = {1} sehingga Hs o S o Hs = Hs. Karena sr?/ o (sr?i+1)~1 = yn-20-D+1 ¢ g maka
tidak terdapat sisi berarah dari Hg o sr?** ke Hg o sr?/. Sebaliknya karena sr?*1 o (sr2/)~1 =
rn=2(-ND-1 ¢ H. maka tidak terdapat sisi berarah dari Hs o sr?/ ke Hs o sr?i*1, Jadi, jika § =
{1} maka graf I'(D,,, Hs, Hs © S o Hg) adalah digraf nol berorder 2.

Akibat 5

Graf ['(Dyy, Hs, Hs © S o Hg) dengan He = {1,72,...,7"72,s7,s73,...,sr" 1}dan § = {s} atau S =
{r} hanya memiliki dua titik yang masing-masing berderajat dua.

Bukti:

Berdasarkan bukti pada teorema 5 saat S = {s} diperoleh od (Hs o sr?*1) = 1 dan id(Hs o sr?/) =
1. Sebaliknya od (Hs o sv#/) = 1 dan id(Hs o sr'*t) = 1.

Jadi deg(Hs o st'*Y) = od(Hs o sr'*1) + id(Hg o sri*1) = 1 + 1 = 2, begitu pula

deg(Hs o s7%)) = od(Hs o st¥) + id(Hs o st¥) =1+ 1= 2.
Begitu pula saat S = {r} diperoleh deg(Hs o sr'*') = deg(Hs o s1?/) = 2.

3. KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan pembahasan sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa graf koset dari D,,, terhadap subgrup
normal H dan subhimpunan S jika H o S o H # H dan banyak kosetnya adalah 2, maka graf I'(D,,,, H,H o S o
H) adalah digraf sikel berorder 2. Jika H o S o H # H dengan H = {1,r%,724, ..,v" 4} untuk S = {s} maka
graf ['(D,,, H,H o S o H) adalah digraf yang memuat d sikel berorder 2 sedangkan untuk S = {r} maka
['(D,,, H,H o S o H) adalah digraf yang memuat 2 sikel berorder d. Dan jika H o S « H = H maka membentuk
digraf nol. Kemudian semua titik pada graf I'(D,,,, H,H o S o H) dengan H o S « H # H adalah berderajat dua.

Penelitian selanjutnya diharapkan membahas graf koset dari subgrup normal dan semua subhimpunan
pada grup dihedral dan teorema-teorema lain tentang graf koset.
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