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 Fraktal merupakan objek geometri yang tampak memiliki persamaan bentuk 

yang mewakili bentuk dasar objek itu sendiri jika dilihat dari skala tertentu dan 

merupakan bagian terkecil dari struktur suatu objek secara keseluruhan. 

Keberadaan geometri fraktal menunjukkan bahwa matematika bukanlah ilmu 

yang datar, tetapi merupakan ilmu yang indah yang dapat menghasilkan karya-

karya yang memiliki nilai seni tinggi. Ada banyak sekali objek fraktal yang 

sering dijumpai di alam atau dalam kehidupan manusia, seperti misalnya 

pohon. Pohon dapat dibangun secara berulang dari segitiga siku-siku dengan 

persegi yang dipasang pada masing-masing sisi, yang disebut sebagai pohon 

Pythagoras, dimana pohon Pythagoras terinspirasi dari teorema Pythagoras. 

Berbagai bentuk pohon Pythagoras dapat diperoleh dengan memvariasikan 

sudutnya, yaitu melalui operasi dilatasi dan rotasi dalam IFS, sehingga 

diperoleh pohon Pythagoras dengan sudut tetap, sudut beda per iterasi, dan 

sudut random per iterasi. 
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1. PENDAHULUAN 

Ilmu pengetahuan dan teknologi saat ini berkembang sangat pesat terutama setelah ditemukannya 

komputer, yang mana komputer sangat membantu manusia dalam melakukan perhitungan matematika atau 

perhitungan lainnya. Salah satu bidang matematika yang berkembang cukup pesat dengan adanya komputer 

adalah fraktal. Kata fraktal pertama kali diperkenalkan oleh Mandelbrot dari bahasa Latin, yaitu kata sifat 

“fractus” yang berarti tidak teratur, dan dari kata kerja “frangere” yang artinya meretakkan atau membagi 

menjadi kepingan-kepingan [1]. Fraktal mempunyai dua ciri khas, yaitu self-similarity dan infinite detail. Self-

similarity merupakan keadaan objek yang dibangun secara berulang dengan mengganti suatu gambar dengan 

yang sebangun, tetapi berukuran lebih kecil dari asalnya, sedangkan infinite detail merupakan objek fraktal 

yang memiliki bentuk dasar yang seakan-akan tidak habis-habis apabila diperhatikan [2]. 

Fraktal didapat dengan cara mengulang suatu pola yang dimiliki sehingga menghasilkan struktur atau 

bentuk yang serupa dengan bentuk semula pada setiap bagiannya. Salah satu cara yang dapat digunakan untuk 

mengkonstruksi fraktal yaitu menggunakan Iterated Function Systems (IFS). IFS pertama kali dipopulerkan 

oleh Michael Barnsley dalam bukunya Fractal Everywhere. IFS adalah suatu metode yang terasosiasi dengan 

fungsi iterasi untuk membentuk suatu fraktal [3]. 

Mandelbrot membagi fraktal menjadi dua jenis, yaitu: himpunan-himpunan fraktal (fractal sets) dan 

fraktal alami (natural fractal). Contoh fractal sets antara lain: segitiga Sierpinski, Koch Snowflake, karpet 

Sierpinski, himpunan Mandelbrot dan himpunan Cantor. Sedangkan contoh dari natural fractal antara lain: 

cabang-cabang pohon, bentuk pegunungan, garis pantai, dan daun [1].  

Salah satu bentuk fraktal jenis kedua adalah cabang-cabang pohon. Cabang-cabang pohon dapat 

disusun dengan bentuk dasar persegi, yang disebut sebagai pohon Pythagoras. Pohon Pythagoras adalah sebuah 
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fraktal yang dibangun secara berulang dari segitiga siku-siku dengan persegi yang dipasang pada masing-

masing sisi. Pohon Pythagoras terinspirasi dari teorema Pythagoras yang mengatakan bahwa kuadrat panjang 

sisi miring segitiga siku-siku sama dengan jumlah kuadrat sisi-sisi yang lain [4]. 

Dalam penelitiannya Ramandhani menyatakan bahwa pada pembangkitan dengan metode IFS, 

gambar yang menjadi bentuk awal mengalami sekumpulan transformasi, baik itu dengan translasi, rotasi, 

refleksi dan dilatasi sehingga menghasilkan gambar baru [5]. Setiap gambar-gambar baru ini akan 

ditransformasikan lagi dengan sekumpulan transformasi tadi sedemikian sehingga setiap transformasi pada 

gambar akan membentuk iterasi. Transformasi tersebut bersifat kontraktif, yaitu mengakibatkan titik-titik pada 

gambar menjadi semakin berdekatan dan gambar tadi pada akhirnya akan konvergen ke suatu bentuk. Purnomo 

menyatakan bahwa untuk membangkitkan segitiga Sierpinski menggunakan transformasi affine dalam bentuk 

dilatasi dan translasi pada segitiga Sierpinski dengan bentuk dasar segitiga sama sisi dan benda geometris 

segitiga sama sisi dan segiempat untuk mengisi bentuk dasarnya [6]. Prasasti (2018) menyatakan bahwa motif 

anyaman dapat dibangkitkan oleh geometri bujur sangkar dan persegi panjang dengan operasi translasi, dilatasi 

dan translasi, serta rotasi dan translasi dalam IFS [7]. 

Berdasarkan uraian di atas, penulis ingin membangun berbagai bentuk pohon Pythagoras dengan 

memanfaatkan metode IFS. Dengan metode IFS, pohon Pythagoras dapat dibangkitkan melalui beberapa 

transformasi affine. Untuk menghasilkan berbagai bentuk pohon Pythagoras tersebut penulis menggunakan 

beberapa transformasi affine diantaranya dilatasi dan rotasi pada gambar benda geometri seperti persegi 

sebagai bentuk awal. 

 

2. KAJIAN TEORI 

2.1.  Iterated Function System (IFS) 

IFS merupakan suatu fungsi iterasi yang terdiri dari sekumpulan transformasi affine yang digunakan 

untuk membangun suatu objek fraktal. Transformasi affine yaitu transformasi linier meliputi dilatasi, rotasi 

dan translasi [8]. 

Definisi 2.2.1 Transformasi Linier 

Misalkan 𝑉 dan 𝑊 adalah dua ruang vektor dan 𝑓: 𝑉 → 𝑊 adalah sebuah transformasi dari 𝑉 ke 𝑊. Fungsi 𝑓 

dikatakan sebagai transformasi linier (pemetaan linier) apabila memenuhi dua sifat berikut [9], 

a. (sifat kehomogenan) untuk setiap 𝛼 ∈ ℝ dan �⃗� ∈ 𝑉 berlaku 𝑓(𝛼�⃗�) = 𝛼𝑓(�⃗�) 

b. (sifat aditif) untuk setiap �⃗⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 berlaku 𝑓(�⃗⃗� + �⃗�) = 𝑓(�⃗⃗�)+𝑓(�⃗�) 

Definisi 2.2.2 Translasi 

Translasi merupakan transformasi yang memetakan titik (𝑥, 𝑦) ke (𝑥′, 𝑦′) yaitu bergeser sejauh 𝑝 satuan searah 

sumbu 𝑥 dan 𝑞 satuan searah sumbu y, sehingga didapatkan persamaan [10]: 

[
𝑥′

𝑦′]=[
𝑥
𝑦] + [

𝑝
𝑞] = [

𝑥 + 𝑝

𝑦 + 𝑞]                  (1) 

Definisi 2.2.3 Dilatasi 

Dilatasi adalah transformasi yang mengubah ukuran bangun, tetapi tidak mengubah bentuk [9].  

a. Dilatasi dengan pusat 𝑂(0,0) faktor skala 𝑘 ditulis [𝑂, 𝑘] 

[
𝑥′

𝑦′]=[
𝑘 0
0 𝑘

] [
𝑥
𝑦]                  (2) 

b. Dilatasi dengan pusat 𝐴(𝑎, 𝑏) faktor skala 𝑘 ditulis [𝐴(𝑎, 𝑏), 𝑘]  

[
𝑥′

𝑦′] = [
𝑘 0
0 𝑘

] [
𝑥 − 𝑎
𝑦 − 𝑏

] + [
𝑎
𝑏

]                     (3) 

Definisi 2.2.4 Rotasi 

Rotasi adalah suatu perpindahan benda pada gerakan melingkar. Pada dimensi dua, benda akan berputar pada 

pusat rotasi. Jika 𝑇: 𝑅2 → 𝑅2 adalah suatu transformasi yang memetakan titik (𝑥, 𝑦) ke titik (𝑥′, 𝑦′) dan 

misalkan 𝜃 adalah sebuah sudut tetap maka persamaan rotasi melalui pusat 𝑃(𝑎, 𝑏) dengan arah rotasi 

berlawanan arah jarum jam adalah [10], 

[
𝑥′

𝑦′] = [
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

] [
𝑥 − 𝑎
𝑦 − 𝑏

] + [
𝑎
𝑏

]                (4) 

Dan persamaan rotasi dengan arah rotasi searah jarum jam adalah, 

[
𝑥′

𝑦′] = [
cos 𝜃 sin 𝜃

−sin 𝜃 cos 𝜃
] [

𝑥 − 𝑎
𝑦 − 𝑏

] + [
𝑎
𝑏

]                (5) 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

3.1.  Bentuk Pohon Pythagoras dengan Operasi Dilatasi dan Rotasi dalam IFS  
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Pohon Pythagoras dibangkitkan dengan objek geometri persegi sebagai bentuk awal (Gambar 1). 

Objek geometri yang sudah ditentukan sebagai bentuk awal kemudian dilakukan transformasi affine dengan 

operasi dilatasi menggunakan Persamaan (3). Dilatasi ditentukan oleh titik pusat dan faktor skala dilatasi. Maka 

langkah awal untuk mencari skala dilatasi yaitu:  

a. Menentukan jarak antara dua titik 

Jarak antara dua titik 𝐴(𝑥1, 𝑦1) dan  𝐵(𝑥2, 𝑦2) dinyatakan sebagai berikut. 

 
Gambar 1. Persegi 

‖𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ‖ = √(𝑥2 − 𝑥1) 2 + (𝑦2 − 𝑦1) 2 

dengan  ‖𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ‖     = jarak antara dua titik  
(𝑥1, 𝑦1) = koordinat titik pertama 𝐴 

(𝑥2, 𝑦2) = koordinat titik kedua  𝐵 

 

b. Perbandingan trigonometri dalam segitiga siku-siku  

 
Gambar 2. Segitiga Siku-Siku 

Setelah didapat hasil ‖𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ‖, maka 𝐿1 dan𝐿2 seperti pada Gambar 2 dapat dicari menggunakan rumus 

perbandingan trigonometri dalam segitiga siku-siku, yaitu: 

𝐿1 = ‖𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ‖. 𝑠𝑖𝑛 𝜃2 

𝐿2 = ‖𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ‖. 𝑠𝑖𝑛 𝜃1 

dengan jumlah ketiga sudut segitiga adalah 180°, maka 𝜃2 + 𝜃1 = 90° 

 

c. Faktor skala dalam dilatasi  

Faktor skala (𝑘) adalah perbandingan antara panjang sisi tiap bayangan dan panjang sisi yang 

berkaitan pada benda. 

𝑘 =
𝑃𝑎𝑛𝑗𝑎𝑛𝑔 𝑏𝑎𝑦𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛

𝑃𝑎𝑛𝑗𝑎𝑛𝑔 𝑏𝑒𝑛𝑑𝑎
 

jika berpusat di  𝐴(𝑥, 𝑦) maka menggunakan 𝑘1 =
𝐿1

‖𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ‖
, seperti pada Gambar 3: 

 
Gambar 3. Persegi yang Didilatasi dengan Pusat 𝐴(𝑥, 𝑦) 

 

jika berpusat di  𝐵(𝑥, 𝑦) maka menggunakan 𝑘2 =
𝐿2

‖𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ‖
, seperti pada Gambar 4: 

 
Gambar 4. Persegi yang didilatasi dengan Pusat 𝐵(𝑥, 𝑦) 

Setelah didapat hasil dilatasi dari objek geometri yang awal kemudian dilakukan rotasi dengan 

menentukan arah perputaran berlawanan arah jarum jam menggunakan Persamaan (4) dan searah jarum jam 

menggunakan Persamaan (5), kemudian menentukan titik pusat rotasi dan besar sudut rotasi seperti Gambar 5. 
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Gambar 5. Persegi yang Didilatasi dan Dirotasi 

Setelah didapat hasil rotasi dari hasil dilatasi objek geometri awal maka dilakukan operasi dilatasi dan 

rotasi secara berulang-ulang sampai iterasi ke-𝑡 dengan titik pusat dilatasi dan rotasi yang berbeda pada objek 

geometri sebelumnya hingga membentuk pohon Pythagoras. Berikut langkah-langkah untuk menentukan titik 

pusat dilatasi dan rotasi dalam membangun objek fraktal pohon Pythagoras: 

1. Ditetapkan bahwa satu persegi selalu menghasilkan 2 persegi baru (kiri dan kanan) yang merupakan hasil 

dilatasi dan rotasi. Dua persegi baru diperoleh dengan aturan: 

a. Satu persegi baru di arah kiri, diperoleh dari skala dilatasi yang dipakai yaitu 𝑘1 =
𝐿1

‖𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ‖
 dengan sudut 

rotasi 𝜃1 yang arah perputarannya berlawanan arah jarum jam, dimana titik pusat dilatasi dan titik 

pusat rotasi berada pada 𝐴(𝑡,𝑟). 

b. Satu persegi baru di arah kanan, diperoleh dari skala dilatasi yang dipakai yaitu 𝑘2 =
𝐿2

‖𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ‖
 dengan 

sudut rotasi 𝜃2 yang arah perputarannya searah jarum jam, dimana titik pusat dilatasi dan titik pusat 

rotasi berada pada 𝐵(𝑡,𝑟). 

2. Hasil dari persegi yang dirotasi dengan arah perputaran berlawanan arah jarum jam disimbolkan dengan 

pangkat satu (1), sedangkan hasil dari persegi yang dirotasi dengan arah perputaran searah jarum jam 

disimbolkan dengan pangkat dua (2). 

3. Ketika telah menghasilkan persegi yang baru, maka urutan titik-titik dari persegi dirubah dengan 

menggunakan aturan seperti dalam Tabel 1 berikut: 

Tabel 1. Aturan Mengubah Penamaan Titik Hasil Rotasi 

Titik-Titik Hasil Rotasi dengan Arah 

Rotasi  Berlawanan Arah Jarum Jam 

Titik-Titik Hasil Rotasi dengan 

Arah Rotasi Searah Jarum Jam 

𝑨(𝒕+𝟏,𝟐𝒓−𝟏) = 𝑩(𝒕.𝒓)𝟏 𝐴(𝑡+1,2𝑟) = 𝐷(𝑡.𝑟)2  

𝑩(𝒕+𝟏,𝟐𝒓−𝟏) = 𝑪(𝒕.𝒓)𝟏 𝐵(𝑡+1,2𝑟) = 𝐴(𝑡.𝑟)2  

𝑪(𝒕+𝟏,𝟐𝒓−𝟏) = 𝑫(𝒕.𝒓)𝟏 𝐶(𝑡+1,2𝑟) = 𝐵(𝑡.𝑟)2  

𝑫(𝒕+𝟏,𝟐𝒓−𝟏) = 𝑨(𝒕.𝒓)𝟏 𝐷(𝑡+1,2𝑟) = 𝐶(𝑡.𝑟)2  

dengan 𝑡 menunjukkan urutan iterasi dan 𝑟 menunjukkan urutan persegi. 

4. Kembali ke langkah satu, seperti Gambar 6. 

 

Iterasi 0          Iterasi 1 

Gambar 6. Visualisasi Pembentukan Pohon Pythagoras dari Iterasi 0 ke 1 

 

3.2.  Simulasi Program 

Software yang digunakan pada penelitian ini adalah MATLAB R2015b. Ada 3 pemilihan sudut yang 

digunakan yaitu sudut tetap, sudut beda per iterasi, sudut random per iterasi. 

3.2.2. Pohon Pythagoras dengan Sudut Tetap 

Pada tampilan GUI terdapat beberapa bagian, antara lain edit teks “sudut”, edit teks “iterasi”, push 

button “PROSES”, push button “SIMPAN”, push button “RESET”, radio button “Sudut Tetap”, radio button 

“Sudut Beda Per Iterasi”,  radio button “Sudut Random Per Iterasi” seperti Gambar 7. 
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Gambar 7. Tampilan Program GUI 

Langkah pertama simulasi program adalah menginputkan besar sudut yang akan digunakan, misal 

45°, dan menginputkan jumlah iterasi yang akan digunakan, misal 10 iterasi. Kemudian, memilih salah satu 

radio button yang tersedia, jika ingin mengetahui hasil visualisasi pohon Pythagoras dengan sudut tetap per 

iterasi maka dipilih radio button “Sudut Tetap”. Setelah memilih salah satu radio button langkah selanjutnya 

yaitu tekan push button “PROSES”, maka akan ditampilkan hasil visualisasi pohon Pythagoras dengan sudut 

tetap seperti Gambar 8 berikut, dimana aturan sudut tetap per iterasi yaitu 0° < 𝜃1 < 90° dan 𝜃2 = 90° − 𝜃1.  

 
Gambar 8. Iterasi ke-10 dan Sudut 𝜃 = 45° pada Aturan Sudut Tetap 

 

3.2.2. Pohon Pythagoras dengan Sudut Beda Per Iterasi 

Tampilan GUI MATLAB R2015b untuk sudut beda per iterasi sama dengan tampilan GUI MATLAB 

R2015b untuk sudut tetap per iterasi. Demikian pula fungsi dari fasilitas pada GUI MATLAB R2015b yang 

sama, sehingga sudah diketahui fungsi dari setiap fasilitas pada penjelasan sub-bab sebelumnya. Perbedaannya 

hanya saat pemilihan radio button, untuk sudut beda per iterasi, radio button yang digunakan adalah radio 

button “Sudut Beda Per Iterasi”. Aturan sudut beda per iterasi yaitu 0° < 𝜃1 < 90° dan 𝜃2 = 90° − 𝜃1, dimana 

besar sudut periterasinya sesuai dengan inputan yang diulang secara terus menerus sampai iterasi ke 𝑡. Adapun 

contoh hasil visualisasi pohon Pythagoras dengan sudut beda per iterasi seperti Gambar 9 berikut. 

 
Gambar 9. Iterasi ke-10 dan Sudut 𝜃 = 30°, 45° pada Aturan Sudut Beda Per Iterasi 

 

3.2.3. Pohon Pythagoras dengan Sudut Random Per Iterasi 

Tampilan GUI MATLAB R2015b untuk sudut random per iterasi sama dengan tampilan GUI 

MATLAB R2015b untuk sudut tetap per iterasi. Demikian pula fungsi dari fasilitas pada GUI MATLAB 

R2015b yang sama, sehingga sudah diketahui fungsi dari setiap fasilitas pada penjelasan sub-bab sebelumnya. 

Perbedaannya hanya saat pemilihan radio button, untuk sudut random per iterasi, radio button yang digunakan 

adalah radio button “Sudut Random Per Iterasi”. Aturan sudut random per iterasi yaitu 20° ≤ 𝜃1 ≤
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70° dan 𝜃2 = 90° − 𝜃1, dimana besar sudutnya dilakukan secara acak oleh sistem dari iterasi ke satu sampai 

iterasi ke 𝑡. Adapun contoh hasil visualisasi pohon Pythagoras dengan sudut random per iterasi seperti Gambar 

10 berikut 

 
Gambar 10. Iterasi ke-10 pada Aturan Sudut Random Per Iterasi 

 

4. KESIMPULAN 

Dari uraian yang telah dibahas di bab sebelumnya dapat disimpulkan bahwa pohon Pythagoras dapat 

divariasikan melalui sudutnya sehingga dihasilkan pohon Pythagoras dengan sudut tetap, sudut beda per iterasi, 

dan sudut random per iterasi, dimana dapat dibentuk dengan operasi dilatasi dan rotasi dalam IFS pada objek 

geometri seperti persegi yaitu dengan cara: 

1. menentukan posisi awal dari persegi dengan meletakkan pada koordinat Kartesius, didapatkan posisi awal 

empat titik yang membentuk persegi, 

2. melakukan transformasi affine yang berupa dilatasi dan rotasi dengan arah perputaran berlawanan arah jarum 

jam dan searah jarum jam, 

3. mengubah penamaan titik-titik hasil rotasi, yang disesuaikan dengan penamaan pada titik-titik bentuk yang 

awal, 

4. mengulangi langkah di atas sampai iterasi tertentu. 
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