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 Model hidden Markov terdiri dari sepasang proses stokastik yaitu proses 

observasi dan proses yang mempengaruhi observasi. Proses stokastik yang 

mempengaruhi observasi ini diasumsikan membentuk rantai Markov dan tidak 

diamati. Model Multivariat Normal hidden Markov (model MNHM) adalah 

salah satu model hidden Markov dan proses observasinya jika diketahui proses 

yang mempengaruhinya diasumsikan menyebar multivariat Normal. 

Permasalahan utama model MNHM ialah menduga parameter yang 

memaksimumkan fungsi likelihood. Fungsi likelihood dihitung menggunakan 

algoritme Forward-Backward. Algoritme Expectation Maximization 

(algoritme EM) digunakan untuk memaksimumkan fungsi likelihood. 
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1. PENDAHULUAN  

Terdapat banyak kejadian atau fenomena yang terjadi dalam kehidupan sehari-hari yang bersifat 

tidak pasti. Ketidakpastian ini dapat dijelaskan dengan proses stokastik. Hal ini dikarenakan proses 

stokastik merupakan suatu model yang dibangun dengan aturan-aturan peluang. Model ini dapat 

diterapkan dalam berbagai bidang pada kehidupan sehari-hari seperti nilai tukar rupiah, harga saham, 

kedatangan pelanggan ke suatu pusat layanan, dan banyaknya klaim pada suatu perusahaan asuransi. 

Ketidakpastian pada suatu fenomena dapat disebabkan oleh beberapa faktor. Faktor-faktor 

penyebab ini seringkali sulit diamati. Model hidden Markov dapat diandalkan untuk memodelkan 

permasalahan ini. 

Model hidden Markov terdiri dari sepasang proses stokastik, yaitu proses observasi dan proses 

yang mempengaruhinya (proses penyebab observasi). Proses stokastik penyebab observasi ini 

diasumsikan tidak diamati dan membentuk rantai Markov, yaitu peluang terjadinya penyebab kejadian 

pada suatu waktu tertentu hanya bergantung pada penyebab kejadian pada satu satuan waktu sebelumnya. 

Penyebab observasi ini biasa disebut state. 

Berdasarkan kejadian observasinya, model hidden Markov dibedakan menjadi dua, yaitu model 

hidden Markov kontinu dan model hidden Markov diskrit. Model hidden Markov kontinu adalah model 

hidden Markov dengan kejadian observasinya kontinu, sedangkan model hidden Markov diskrit ialah 

model hidden Markov dengan kejadian observasinya diskrit. Model multivariat normal hidden Markov 

(model MNHM) adalah salah satu model hidden Markov kontinu di mana observasi (kejadian yang 

diamati) jika diketahui penyebab kejadiannya diasumsikan menyebar multivariate normal. Permasalahan 
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utama pada model MNHM ialah menduga parameter yang memaksimumkan fungsi likelihood 

menggunakan algoritme Expectation Maximization (EM). 

Jakarta Islamic Index (JII) adalah indeks saham syariah yang pertama kali diluncurkan di pasar 

modal Indonesia pada tanggal 3 Juli 2000. Konstituen JII hanya terdiri dari 30 saham syariah paling likuid 

yang tercatat di Bursa Efek Indonesia (BEI). Prediksi harga saham yang akurat merupakan hal yang sangat 

penting bagi para investor (terutama trader) karena salah satu keuntungan investor diperoleh dari selisih 

harga saham. JII merupakan suatu kejadian yang tidak dapat dipastikan kejadiannya sehingga dapat 

dimodelkan menggunakan model MNHM. Pada penelitian ini akan dilakukan pemodelan harga saham 

JII (open, close, low, high) menggunakan model multivariate normal hidden Markov. 

 

 

2. METODE PENELITIAN  

 

Model multivariate normal hidden Markov adalah model dengan waktu diskrit yang terdiri dari 

sepasang proses stokastik {𝑋𝑡, 𝑌𝑡}𝑡∈ℕ . {𝑋𝑡}𝑡∈ℕ merupakan penyebab kejadian yang diasumsikan tidak diamati 

dan membentuk suatu rantai Markov. Sedangkan {𝑌𝑡}𝑡∈ℕ adalah proses observasinya yang hanya bergantung 

pada {𝑋𝑡}𝑡∈ℕ. Kemudian peubah acak 𝑌𝑡 diketahui 𝑋𝑡 diasumsikan menyebar multivariat normal, untuk setiap 

𝑡 ∈ ℕ, [1] dan [2]. 

 

Karakteristik Model Multivariat Normal Hidden Markov 

1. Diasumsikan {𝑋𝑡}𝑡∈ℕ adalah rantai Markov diskret, homogen, tak tereduksi dan ergodic  dengan ruang 

state 𝑆𝑋 = {1,2,⋯ ,𝑚}. 

2. Matriks peluang transisi Γ = [𝛾𝑖𝑗], di mana Γ matriks berukuran 𝑚 ×𝑚 dan 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆𝑋,  memenuhi: 

• 𝛾𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋𝑡 = 𝑗|𝑋𝑡−1 = 𝑖) = 𝑃(𝑋2 = 𝑗|𝑋1 = 𝑖),  

• 𝛾𝑖𝑗 ≥ 0,   

• ∑ 𝛾𝑖𝑗
𝑚
𝑗=1 = 1, untuk setiap 𝑖 = 1,2, … ,𝑚.  

Dalam model multivariat normal hidden Markov, Saat 𝑋𝑡 berada pada state i (𝑖 ∈ 𝑆𝑋), maka sebaran 

bersyarat 𝑌𝑡 jika diketahui 𝑋𝑡 = 𝑖 (𝑡 ∈ ℕ) adalah peubah acak multivariat normal dengan parameter rataan 

𝝁 dan matriks kovarian 𝑨. Untuk setiap 𝑦 ∈ ℝ𝑝, matriks peluang dari proses observasi Π = [𝜋𝑦𝑖], dengan 

𝜋𝑦𝑖 = 𝑃(𝑌𝑡 = 𝑦|𝑋𝑡 = 𝑖) =
1

(2𝜋)
𝑝
2⁄  √|𝚺𝒊|

 𝑒
(−
(𝒚−𝝁𝒊)

′𝚺𝑖
−1 (𝒚−𝝁𝒊)

2
)
,  

 
 

∫ …∫ ∫
1

(2𝜋)
𝑝
2⁄  √|𝚺𝒊|

 𝑒
(−
(𝒚−𝝁𝒊)

′𝚺𝑖
−1 (𝒚−𝝁𝒊)

2
)∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

 𝑑𝑦1 𝑑𝑦2 …  𝑑𝑦𝑝 = 1.  

[1] 
 

3. Vektor peluang state awal 𝛿 = [𝛿𝑖], di mana 𝛿 merupakan vektor berukuran 𝑚 × 1 dan 𝑖 ∈ 𝑆𝑋, dengan 

𝛿𝑖 = 𝑃(𝑋1 = 𝑖),  

∑𝛿𝑖

𝑚

𝑖=1

= 1. 
 

Karena rantai Markov {𝑋𝑡}𝑡∈ℕ diasumsikan rantai Markov yang ergodic, 𝛿 merupakan sebaran yang 

stasioner sehingga memenuhi 

Γ𝛿 = 𝛿. (1) 
 

 

4. Untuk setiap 𝑡 ∈ ℕ dan 𝑦 ∈ ℝ𝑛, fungsi sebaran marginal dari 𝑌𝑡 , yaitu 
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𝑃(𝑌𝑡 = 𝑦) =∑𝑃(𝑌𝑡 = 𝑦|𝑋𝑡 = 𝑖)𝑃(𝑋𝑡 = 𝑖)

𝑚

𝑖=1

=∑𝛿𝑖𝜋𝑦𝑖

𝑚

𝑖=1

 . 
 

 

Berdasarkan pembahasan karakteristik model MNHM di atas, model multivariate normal hidden 

Markov {𝑋𝑡 , 𝑌𝑡}𝑡∈ℕ dicirikan oleh parameter 𝜙 = (𝜹, 𝚪, 𝝁, 𝚺), dengan 

𝛿 = [𝛿𝑖]    𝑖 ∈ 𝑆𝑋,  

Γ = [𝛾𝑖𝑗]     𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆𝑋,  

𝜇 = (μ1, μ2, … , μm), dengan μi = (

𝜇1𝑖
𝜇2𝑖
⋮
𝜇𝑝𝑖

), untuk 𝑖 = 1,2, … ,𝑚. 

∑ = (Σ1, Σ2, … , Σm), dengan Σi = (

𝜎𝑖11 𝜎𝑖12
𝜎𝑖21 𝜎𝑖22

… 𝜎𝑖1𝑝
… 𝜎𝑖2𝑝

⋮ ⋮
𝜎𝑖𝑝1 𝜎𝑖𝑝2

⋱ ⋮
… 𝜎𝑖𝑝𝑝

), untuk 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

  

 

Hal yang sangat penting pada model MNHM ialah mengestimasi parameter model. Akan tetapi 

berdasarkan persamaan (1), 𝛿 dengan mudah diperoleh ketika Γ diperoleh, sehingga cukup mengestimasi 

parameter 𝜙 = (Γ, 𝜇, Σ). Pada penelitian ini untuk mengestimasi parameter model dilakukan menggunakan 

metode maksimum likelihood. Setelah itu, model diterapkan pada harga saham JII saat dibuka (open), ditutup 

(close), terendah (low), tertinggi (high). 

Langkah – langkah penelitian dibuat dalam diagram alir berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Input harga saham JII (open, close, 
low, high) 

Inisialisasi: 

      𝑛 = 0 

      parameter 𝜙0 = (Γ0, 𝜇0, Σ0)  
      galat 휀      maksimum iterasi N 

E-step: Hitung 𝑄(𝜙|𝜙𝑛) 

M-step: 

     Hitung   
𝑎𝑟𝑔
𝜙 ∗ max𝑄

(𝜙|𝜙𝑛) 

 

𝜙𝑛+1 = 𝜙 ∗ 
 

𝑄(𝜙𝑛+1|𝜙𝑛) −  𝑄(𝜙𝑛|𝜙𝑛−1) < 휀 

  Solusi: 
       𝜙 = 𝜙𝑛+1 

 

𝑛 = 𝑛 + 1 

yes 
  no 

start 

STOP 
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Gambar 2.1. Diagram alir Penelitian 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN  

 

Misalkan 𝑦1 = (

𝑦11
𝑦21
⋮
𝑦𝑝1

) , 𝑦2 = (

𝑦12
𝑦22
⋮
𝑦𝑝2

) ,.  .  .  , 𝑦𝑇 = (

𝑦1𝑇
𝑦2𝑇
⋮
𝑦𝑝𝑇

) merupakan p=4 buah data (open, high, low, closed) 

yang terjadi sepanjang T = 72 bulan. 

Misalkan Μ = (

𝜇11 𝜇12
𝜇21 𝜇22

… 𝜇1𝑚
… 𝜇2𝑚

⋮ ⋮
𝜇𝑝1 𝜇𝑝2

⋱ ⋮
… 𝜇𝑝𝑚

) 

∑ = (Σ1, Σ2, … , Σm), dengan Σi = (

𝜎𝑖11 𝜎𝑖12
𝜎𝑖21 𝜎𝑖22

… 𝜎𝑖1𝑝
… 𝜎𝑖2𝑝

⋮ ⋮
𝜎𝑖𝑝1 𝜎𝑖𝑝2

⋱ ⋮
… 𝜎𝑖𝑝𝑝

), untuk 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

Misalkan   

 𝛿𝑖1 = 𝑃(𝑋1 = 𝑖1|𝜙) 

 𝜋𝑦𝑡𝑖𝑡 = 𝑃(𝑌𝑡 = 𝑦𝑡|𝑋𝑡 = 𝑖𝑡 , 𝜙) =
1

(2π)
p
2  |Σit|

1
2

 e−
(yt−μit

)
′
Σit
−1(yt−μit

)

2 , untuk 𝑖𝑡 = 1,2, … ,𝑚  dan  𝑡 = 1,2, … , 𝑇. 

 

Fungsi likelihood dari proses observasi 𝑌 didefinisikan sebagai berikut: 

𝐿𝑇(𝜙) = 𝑃(𝑌1 = 𝑦1, 𝑌2 = 𝑦2, … , 𝑌𝑇 = 𝑦𝑇|𝜙) 

= 𝑝(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑇|𝜙) 

= 𝑝(𝑦|𝜙) 

= ∑ …∑(𝜋𝑦1𝑖1𝜋𝑦2𝑖2 …𝜋𝑦𝑇𝑖𝑇) × (𝛿𝑖1𝛾𝑖1𝑖2𝛾𝑖2𝑖3 …𝛾𝑖𝑇−1𝑖𝑇)

𝑚

𝑖𝑇=1

𝑚

𝑖1=1

 

= ∑ …∑ 𝛿𝑖1𝜋𝑦1𝑖1∏𝛾𝑖𝑡−1𝑖𝑡𝜋𝑦𝑡𝑖𝑡

𝑇

𝑡=2

𝑚

𝑖𝑇=1

𝑚

𝑖1=1

. (2) 

 

(2) 

Permasalahan utama pada MPHM ialah mencari parameter 𝜙∗ ∈ 𝚽 yang memaksimumkan fungsi likelihood 

𝐿𝑇(𝜙). Untuk banyaknya data observasi 𝑇 yang cukup besar, menghitung fungsi likelihood ini dibutuhkan 

waktu yang cukup lama. Algoritme forward-backward dapat digunakan untuk menangani masalah ini. 

 
3.1. Pendugaan Parameter Rataan 

Jika 
𝜕𝑄(𝜙|𝜙(𝑘))

𝜕𝜇𝑢𝑣(𝜙)
= 0,maka akan diperoleh 

μuv(𝜙
(𝑘+1)) =

∑ 𝛼𝑡(𝑣|𝜙
(𝑘))𝛽𝑡(𝑣|𝜙

(𝑘))𝑇
𝑡=1 (2 svuuyut +∑ svku (ykt − μkv)

p
k=1
k≠u

+∑ svuk (ykt − μkv)
p
k=1
k≠u

)

2 svuu ∑ 𝛼𝑡(𝑣|𝜙
(𝑘))𝛽𝑡(𝑣|𝜙

(𝑘))𝑇
𝑡=1

, 

untuk 𝑢 = 1,2,… ,𝑚, 𝑣 = 1,2, … , 𝑝, dan 
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Σi
−1 = (

si11 si12
si21 si22

… si1p
… si2p

⋮ ⋮
sip1 sip2

⋱ ⋮
… sipp

), untuk 𝑖 = 1,2, … ,𝑚. 

 

3.2 Pendugaan Parameter Simpangan Baku 

Jika 
𝜕𝑄(𝜙|𝜙(𝑘))

𝜕𝜎𝑢𝑣𝑤(𝜙)
= 0,maka akan diperoleh 

σuvw   =

(∑ (−1)𝑣+𝑗𝜎𝑢𝑣𝑗Σ𝑢𝑣𝑗
𝑝
𝑗=1
𝑗≠𝑤

)∑ 𝛼𝑡(𝑢|𝜙
(𝑘))𝛽𝑡(𝑢|𝜙

(𝑘))(((−1)𝑣+𝑤Σ𝑢𝑣𝑤) + (yt − μu)
′ 𝐴 (yt − μu))

𝑇
𝑡=1 − ∑ 𝛼𝑡(𝑢|𝜙

(𝑘))𝛽𝑡(𝑢|𝜙
(𝑘))((yt − μu)

′ 𝐵  (−1)𝑣+𝑤Σ𝑢𝑣𝑤  (yt − μu))
𝑇
𝑡=1

−(Σ𝑢𝑣𝑤)2∑ 𝛼𝑡(𝑢|𝜙
(𝑘))𝛽

𝑡
(𝑢|𝜙(𝑘))𝑇

𝑡=1

, 

untuk 𝑢 = 1,2,… ,𝑚;   𝑣, 𝑤 = 1,2, … , 𝑝. 

dengan 

𝐴

=

(

 
 
 
 

(−1)1+1(−1)v
∗+w∗Σu11v∗w∗ (−1)2+1(−1)v

∗+w∗Σu21v∗w∗

(−1)1+2(−1)v
∗+w∗Σu12v∗w∗ (−1)2+2(−1)v

∗+w∗Σu22v∗w∗

… 0
… 0

… (−1)p+1(−1)v
∗+w∗Σup1v∗w∗

… (−1)p+2(−1)v
∗+w∗Σup2v∗w∗

                        ⋮                                                ⋮                       
0 0

⋱ ⋮
… 0

⋱                         ⋮                       
… 0

                        ⋮                                               ⋮                       
(−1)1+p(−1)v

∗+w∗Σu1pv∗w∗ (−1)2+p(−1)v
∗+w∗Σu2pv∗w∗

⋱ ⋮
… 0

⋱                         ⋮                       
… (−1)p+p(−1)v

∗+w∗Σuppv∗w∗)

 
 
 
 

, 

 

𝐵 =

(

  
 

𝑥11 𝑥12 …
𝑥21  𝑥22 …
⋮ ⋮ ⋱

− …    𝑥1𝑝  
− …  𝑥2𝑝
⋮ ⋱ ⋮

− − …
⋮ ⋮ ⋱
𝑥𝑝1 𝑥𝑝2 …

− … −
⋮ ⋱ ⋮
− … 𝑥𝑝𝑝 )

  
 
,  

 

di mana 

𝑥𝑖𝑗 = (−1)
𝑗+𝑖

(

 ∑ (−1)𝑣
∗+𝑘∗σuvkΣujiv∗k∗

𝑝

𝑘=1
𝑘≠𝑖;𝑘≠𝑤 )

 , 

𝑣∗ = {

𝑣 − 1,   𝑗 < 𝑣
0,            𝑗 = 𝑣
𝑣,            𝑗 > 𝑣

 

𝑤∗ = {
𝑤 − 1,   𝑖 < 𝑤
0,            𝑖 = 𝑤
𝑤,         𝑖 > 𝑤

 

Σijklm: Determinan dari suatu bentuk matriks dengan cara (menghapus baris j dan kolom k dari matriks Σi, 

kemudian hapus baris l dan kolom m). 

 

3.3. Pendugaan Parameter Peluang Transisi  

 
Misalkan 𝐺(𝜙|𝜙(𝑘)) = 𝑄(𝜙|𝜙(𝑘)) − ∑ 𝜃𝑖(∑ 𝛾𝑖𝑗(𝜙) − 1𝑗∈𝑆𝑋

)𝑚
𝑖=1 . 
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jika 
𝜕𝐺(𝜙|𝜙(𝑘))

𝜕𝛾𝑖𝑗(𝜙)
= 0,maka akan diperoleh 

𝛾
𝑖𝑗
(𝜙(𝑘+1)) =

∑ 𝛾
𝑖𝑗
(𝜙(𝑘))𝛼𝑡(𝑖|𝜙

(𝑘))𝑃(𝑌𝑡+1 = 𝑦𝑡+1|𝑋𝑡+1 = 𝑗, 𝜙
(𝑘))𝛽

𝑡+1
(𝑗|𝜙(𝑘))𝑇−1

𝑡=1

∑ 𝛼𝑡(𝑖|𝜙
(𝑘)) 𝛽

𝑡
(𝑖|𝜙(𝑘))𝑇−1

𝑡=1

. 

4. KESIMPULAN  

Kesimpulan 

Didapatkan rumus penduga parameter model multivariat normal hidden Markov menggunakan algoritme 

Expectation Maximization 

 

Saran 

Untuk penelitian selanjutnya, pemodelan harga saham JII dapat menggunakan model normal hidden 

markov tak homogen. 
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