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Misalkan diberikan sistem linear atas ring komutatif. Beberapa sifat 

penting dari sistem linear adalah stabil asimtotis, terkendali, dan 

terobservasi. Sistem dikatakan stabil asimtotis jika solusi sistem dalam 

rentang waktu tak terbatas akan menuju ke suatu titik tertentu, dalam 

hal ini titik kesetimbangan. Selain menggunakan kriteria nilai eigen, 

kestabilan sistem linear berkaitan erat dengan eksistensi solusi 

persamaan Lyapunov. Tujuan penelitian ini adalah menentukan syarat 

cukup eksistensi solusi persamaan Lyapunov pada sistem linear waktu 

diskrit atas ring komutatif terkait kestabilan, keterkendalian, dan 

keterobservasian sistem. 
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1. PENDAHULUAN  

Teori sistem matematika merupakan studi yang mempelajari kontrol dari input atau fenomena output 

[1]. Suatu sistem mungkin diperoleh dari model matematika pada fenomena tertentu. Orde suatu sistem 

adalah dimensi dari ruang keadaan. Jika orde sistem besar, maka perhitungan terkait karakteristik suatu 

sistem juga melibatkan besaran yang kompleks/rumit. Pada kasus tertentu perhitungan semacam itu tidak 

efisien terutama dari sisi waktu. Oleh karena itu, sistem yang berorde tinggi perlu direduksi, sehingga 

orde dari sistem menjadi lebih kecil. Metode yang sering digunakan untuk mereduksi orde sistem pada 

sistem linear diantaranya adalah metode pemotongan setimbang (Balanced Truncation/BT). Sesuai 

dengan namanya, metode pemotongan setimbang mensyaratkan sistem harus setimbang terlebih dahulu. 

Konstruksi sistem setimbang dapat dilakukan jika sistem telah stabil asimtotis, terkendali, dan 

terobservasi.   

Di sisi lain, sistem linear yang banyak dikembangkan oleh para peneliti adalah sistem linear atas 

lapangan (lapangan bilangan real/kompleks). Sistem linear atas lapangan telah banyak dibahas 

diantaranya dalam [1], [2], dan [3]. Pada sistem atas lapangan, peran persamaan Lyapunov sangat penting 

terkait dengan kestabilan, keterkendalian, dan keterobservasian sistem. Pada penelitian ini, objek 

penelitian diperluas bukan lagi lapangan, tetapi ring komutatif. Sistem linear atas ring komutatif telah 

dibahas oleh Brewer, dkk. (1986), di dalamnya dibahas sifat-sifat sistem, yaitu kestabilan, keterkendalian, 

keterobservasian beserta sifat yang menyertainya. Dengan asumsi perluasan dari lapangan ke ring 

komutatif tidak mengubah keberlakukan sifat dan definisi secara umum, penelitian ini bertujuan 

menentukan eksistensi solusi persamaan Lyapunov pada sistem linear atas ring komutatif. 

2. TINJAUAN PUSTAKA  
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Sebelum membahas sistem linear atas ring, pertama kali diperkenalkan beberapa konsep pada 

matriks yang entrinya merupakan elemen suatu ring (disebut matriks atas ring). Semua definisi dan 

teorema terkait matriks atas ring merujuk pada [5], kecuali disebutkan khusus.  

Definisi 1. Misalkan R sebarang ring komutatif. Himpunan semua matriks berukuran nm  yang entrinya 

merupakan elemen R dinotasikan dengan )(RM nm . Jika m = n, maka )(RM nm  ditulis sebagai 

)(RMn . 

Definisi 2. Misalkan R sebarang ring komutatif dengan elemen satuan dan ).(RMA n  Matriks 

)(RMB n  adalah invers dari matriks A jika nIBAAB  , dengan nI  merupakan matriks 

identitas berukuran nn . 

Teorema 3. Misalkan R sebarang ring komutatif dengan elemen satuan dan )(RMA n , maka 

nIAAAAA ).det().(adj)(adj. 
 

Berdasarkan Definisi 2 dapat dikatakan bahwa definisi invers pada matriks atas ring sama dengan 

definisi invers pada matriks atas lapangan. Perbedaannya adalah pada kriteria bilamana suatu matriks 

mempunyai invers sebagaimana definisi berikut.  

Definisi 4. Misalkan R sebarang ring komutatif dengan elemen satuan 1. Elemen Ra dinamakan unit 

di R jika terdapat Rb sehingga 1. ba . Himpunan semua unit dari ring R dinotasikan dengan 

U(R). 

Teorema 5. Misalkan R sebarang ring komutatif dengan elemen satuan dan ).(RMA n
 
Matriks A 

invertibel jika dan hanya jika )()(det RUA  . 

Definisi 6. Misalkan )(RMA nm . Untuk setiap rt ,...,2,1
 

dengan },,min{ nmr  )(AJt  

menyatakan ideal di R yang dibangun oleh semua minor berukuran tt   dari matriks A, yaitu 

kombinasi linear dari determinan sub matriks A yang berukuran .tt   

Definisi 7 [4]. Untuk sebarang vektor x dan y di 𝑅n, hasilkali dalam x dan y adalah i

n

i
i yxyx 

1

, , dengan 

)...,,,( 21 ni xxxx  dan .)...,,,( 21
t

ni yyyy   

 Definisi 8 [4]. Matriks )(RMG n disebut definit positif jika .,0, nRxxGx 
 

Definisi 9. Misalkan M adalah R-modul. Untuk suatu }0;{)(Ann,  xmRxmMm R  
      Definisi 10. Misalkan )(RMA nm . Rank dari matriks A dinotasikan rank(A) didefinisikan sebagai 

}).0{))((Ann;(maks)(  AJtArank tR  

     Definisi 11. Misalkan M dan N masing-masing adalah  R-modul dan NMf :  adalah homomorfisma 

R-modul. Himpunan semua homomorfisma R-modul dari M ke N dinotasikan dengan 

).,(Hom NMR  

Definisi 12. Misalkan f ),,(Hom NMR kernel homomorfisma f dinotasikan dengan Ker(f), 

didefinisikan sebagai }.0)(;{)(Ker  mfMmf  

Definisi 13. Misalkan )(RMA n , elemen Rd  disebut nilai eigen dari matriks A jika 

.,0untuk , nRdA  
 

           Dengan mengadopsi pengertian sistem linear atas lapangan, berikut ini didefinisikan sistem linear 

atas ring komutatif. 

Definisi 14 [4]. Misalkan 𝑅 adalah sebarang ring komutatif, sistem linear time invariant (LTI) waktu 

diskrit atas ring komutatif 𝑅 didefinisikan sebagai persamaan beda linear dengan koefisien konstan 

sebagai berikut: 

                                 
....,2,1,0),()()(

)()()1(





kkuDkxCky

kuBkxAkx
                                                                        (1) 

dengan x(k)  𝑅n dinamakan vektor keadaan (state) pada waktu k,  u(k)  𝑅p  dinamakan vektor 

input pada waktu k, y(k)  𝑅q dinamakan vektor output pada waktu k, serta matriks A,B,C,D  masing-

masing merupakan matriks konstan atas ring komutatif 𝑅 yang ukurannya bersesuaian.  
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Dengan metode rekursi untuk nilai k = 0,1,2, …  diperoleh solusi sistem (1) tersebut untuk 00)( xkx     

adalah 

             




 
1

0

1

0 1),()(
k

j

jkk kjuBAxAkx

   

 

 dan vektor output  

             

)()()(
1

0

1
0 kuDjuBAxACky

k

j

jkk 



















 . 

Beberapa sifat penting dari sistem linear adalah stabil asimtotis, terkendali, dan terobservasi. Sistem 

dikatakan stabil asimtotis jika solusi sistem dalam rentang waktu tak terbatas akan menuju ke suatu titik 

tertentu, dalam hal ini titik kesetimbangan. Kesetimbangan pada sistem linear terjadi jika tidak ada 

perubahan laju solusi untuk periode waktu tertentu, secara matematik dinyatakan x(k) = 0. Titik 

kesetimbangan (asimtotis) pada sistem (1) adalah x(k) = 0. Definisi kestabilan asimtotis diberikan di 

bawah ini. 

Definisi 15 [2].  Misalkan diberikan sistem (1) tanpa input, yaitu  x(k+1) = A x(k), dengan  nilai awal  x(0) 

= x0. Sistem stabil asimtotis  jika 0)(lim 


kx
k

, dengan 1,)( 0  kxAkx k
 merupakan solusi dari 

sistem (1). 

Sistem (1) yang memenuhi kriteria pada Definisi 15 dinamakan sistem yang stabil asimtotis, dan 

matriks A dinamakan matriks stabil. Karakterisasi sistem yang stabil asimtotis diberikan di bawah ini.  

Teorema 16 [2]. Diberikan sistem linear x(k+1) = A x(k), dengan x(k)  𝑅n dan )(,...,, 21 nkk   

merupakan nilai eigen dari matriks A. Sistem (1) stabil asimtotis jika dan  hanya  jika 1i  untuk 

i = 1,2, ..., k, dengan i  menyatakan modulus dari  i.  

Selain menggunakan kriteria nilai eigen matriks A, kestabilan sistem linear berkaitan erat dengan 

eksistensi solusi persamaan Lyapunov (menggunakan metode Lyapunov kedua). Metode ini 

memungkinkan menentukan kestabilan sistem tanpa mengetahui solusi dari sistem tersebut. Persamaan 

Lyapunov untuk sistem linear atas lapangan telah diberikan oleh [2]. Di bawah ini diberikan definisi 

persamaan Lyapunov untuk sistem linear atas ring yang mengadop definisi persamaan Lyapunov untuk 

sistem linear atas lapangan.  

Definisi 17 [6]. Diberikan matriks MA, 𝑅n. Persamaan Lyapunov untuk sistem linear atas ring 

komutatif didefinisikan sebagai 0 MXAXAt , dengan X 𝑅n. 

Pada sistem linear atas lapangan, sistem akan stabil asimtotis jika eksistensi solusi persamaan 

Lyapunov ada, sebaliknya eksistensi solusi persamaan Lyapunov ada jika sistem stabil asimtotis [2], 

sebagaimana teorema berikut. 

 Teorema 18 [6]. Sistem linear atas lapangan stabil asimtotis jika dan hanya jika untuk sebarang matriks 

definit  positif Q, terdapat matriks definit positif P, sehingga 0 QPAPAt .  

Bukti :  

Misalkan diambil sebarang matriks definit positif Q, dipilih 


0

)(
k

ktk AQAP , jadi P merupakan matriks 

definit positif. Ditunjukkan bahwa  P memenuhi persamaan Lyapunov di atas.          

   APAPAt  


0

)(
k

tktk AAQA 


0

)(
k

ktk AQA  

                    






0

11 )(
k

ktk AQA 


1

)((
k

ktk AQAQ  

                                  



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Karena sistem stabil asimtotis, maka pengurangan jumlahan takhingga di atas konvergen ke nol. Akibatnya, 

diperoleh QPAPAt  , artinya P adalah solusi dari persamaan Lyapunov. 

Sifat sistem selain kestabilan adalah keterkendalian dan keterobservasian, definisi dan 

karakterisasinya diberikan di bawah ini.    

        Definisi 19 [4]. Sistem (1) dikatakan terkendali jika untuk setiap state 𝑥0, 𝑥1 ∈
nR  dan k > 0, terdapat 

input u sehingga berlaku .),,( 10 xuxkx   

Teorema 20 [4]. Misalkan diberikan sistem linear (1). Pernyataan berikut ini ekuivalen 

(i).   Sistem (1) terkendali.  

(ii). Kolom-kolom matriks [BABA2B...] membangun nR , artinya setiap elemen dari nR  
merupakan kombinasi linear dari matriks [BABA2B...]. 

(iii). Kolom-kolom matriks   = [BABA2B... An-1B] membangun 
nR . 

(iv). Ideal Jn() = R.  

Definisi 21 [4]. Sistem (1) dikatakan terobservasi jika untuk setiap input u, terdapat k > 0 sehingga 

),,(),,( 10 uxjyuxjy  , kj ,...,2,1,0
 
mengakibatkan 10 xx  . 

Teorema 22 [4]. Misalkan diberikan sistem linear (1). Pernyataan berikut ini ekuivalen 

 (i).   Sistem (1) terobservasi.  

 (ii).  Pemetaan 




1

0

:
n

i

pn
n RR dengan )(xn [CxCAx... CAn-1x] injektif. 

(iii). Jika Ԝ = [CtAtCt(At)2Ct... (At)n-1Ct], maka AnnR(Jn(W))= {0}. 

Definisi 23 [6]. Misalkan diberikan sistem (1) atas ring komutatif R. Persamaan Lyapunov 

keterkendalian dan keterobservasian didefinisikan sebagai berikut:  

a. Persamaan Lyapunov keterkendalian adalah 0 TT BBPAPA . 

b. Persamaan Lyapunov keterobservasian adalah 0 CCQAQA TT . 

Solusi dari persamaan Lyapunov di atas berturut-turut adalah 


0

)(
k

kttk ABBAP dan 




0

)(
k

kttk ACCAQ  yang disebut grammian keterkendalian dan grammian keterobservasian. 

Sementara itu, sistem linear yang banyak dikaji oleh para peneliti adalah sistem atas lapangan. 

Definisi sifat sistem (kestabilan, keterkendalian, dan keterobservasian) antara sistem atas lapangan 

dengan sistem atas ring adalah sama, dengan demikian keserupaan karakterisasi terkait sifat sistem 

tersebut sangat mungkin terjadi.  

Penelitian ini akan mengkaji eksistensi solusi persamaan Lyapunov pada sistem linear atas ring 

komutatif terkait dengan kestabilan, keterkendalian, dan keterobservasian. Keserupaan/kesamaan syarat 

perlu dan cukup mungkin saja terjadi sebagaimana sistem linear atas lapangan. Sifat-sifat sistem atas 

ring komutatif telah dibahas dalam [4], [7] membahas sistem atas ring, khusus untuk ring yang 

mempunyai banyak elemen berhingga, sedangkan [8] membahas sistem atas ring Noetheri dengan 

parameter waktu berubah-ubah. 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN  

Telah ditunjukkan bahwa matriks P merupakan solusi persamaan Lyapunov (bukti Teorema 18), 

dan eksistensi solusi tersebut menjamin kestabilan (asimtotis) suatu sistem linear atas lapangan. Pada 

bagian ini akan dikaji keterkaitan solusi persamaan Lyapunov dengan sifat kestabilan, keterkendalian, 

dan keterobservasian suatu sistem linear atas ring komutatif. Pembahasan sifat sistem atas ring 

memanfaatkan fakta bahwa sebarang matriks dapat dipandang sebagai suatu pemetaan linear.    

Teorema 24. Misalkan 𝑅 adalah sebarang ring komutatif dan (nMA 𝑅) adalah matriks stabil. Jika 

didefinisikan pemetaan linear :T (nM 𝑅) (nM 𝑅) dengan PAPAPT t )( , (nMP 𝑅), 

maka kondisi berikut berlaku 

1) T invertibel, artinya T merupakan matriks yang mempunyai invers. 

2) jika Q > 0, maka terdapat dengan  tunggal matriks P,  sehingga T(P) =  Q  yang  memenuhi   

P > 0. 

 Bukti :  
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1). Karena (nM 𝑅) berdimensi hingga, untuk menunjukkan T invertibel cukup ditunjukkan bahwa 

pemetaan T satu-satu. Misalkan T(X) = 0, ditunjukkan X = 0.  

      Karena A matriks stabil, maka ,0lim 


k

k
A yaitu 1)(λ Ai , i . Misalkan  adalah nilai eigen dari      

matriks A, dan dari T(X) = 0,  

                                          0 XAXAt
 

                                       
0)λ(  XAX t

 

 Karena nilai eigen matris A dengan nilai eigen matriks tA adalah sama, maka  

                          
0)λ(λ  XX

 

                             0λ2  XX  

                    0)λ( 2  XII  

      Karena 0.maka,0λ2  XII
   

      Jadi T invertibel. 

2). Berdasarkan bukti Teorema 18, jelas bahwa P matriks definit positif. Ketunggalan matriks P dijamin oleh 

pemetaan T yang satu-satu (injektif).  

Berdasarkan Teorema 24, sistem yang stabil asimtotis menjamin eksistensi solusi persamaan Lyapunov 

dan solusinya merupakan matriks definit positif. Berikut ini diberikan keterkaitan solusi persamaan 

Lyapunov dengan sifat keterkendalian dan keterobservasian sistem linear atas ring. 

Teorema 25. Misalkan 𝑅 adalah ring komutatif dan (nMA 𝑅) adalah matriks stabil. Didefinisikan 

pemetaan linear :T (nM 𝑅) (nM 𝑅) dengan XAXAXT t )( , (nMX  𝑅). Jika sistem (1) 

terkendali dan B > 0, maka terdapat dengan tunggal matriks P, sehingga T(P) =  tBB  yang memenuhi 

P > 0.  

Bukti:  

Jika sistem (1) terkendali, maka berdasarkan Teorema 20, kolom-kolom matriks  [BABA2B... An-1B] 

membangun 
nR . Ini berarti T merupakan pemetaan surjektif. Karena A matriks stabil, maka T  pemetaan 

satu-satu atau T matriks invertibel. Dipilih 


0

)(
k

kttk ABBAP , maka dipenuhi .)( tBBPT  Berdasarkan 

definisi matriks P, jelas bahwa P matriks definit positif.  

Teorema 26. Misalkan 𝑅 adalah ring komutatif dan (nMA 𝑅) adalah matriks stabil. Didefinisikan 

pemetaan linear :T (nM 𝑅) (nM 𝑅) dengan XAXAXT t )( , (nMX  𝑅). Jika sistem (1) 

terobservasi dan C > 0, maka terdapat dengan tunggal matriks Q, sehingga T(Q) =  CC t
 yang 

memenuhi Q > 0.  

Bukti:  

Sejalan dengan bukti Teorema 25. 

 

4. KESIMPULAN  

Berdasarkan pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa 

1. Syarat cukup eksistensi solusi persamaan Lyapunov pada sistem linear atas ring komutatif adalah stabil 

asimtotis. 

2. Solusi dari persamaan Lyapunov keterkendalian adalah grammian ketekendalian yang merupakan matriks 

definit positif. 

3. Solusi dari persamaan Lyapunov keterobservasian adalah grammian keterobservasian yang merupakan 

matriks definit positif. 

Untuk keperluan pengembangan lebih lanjut, topik penelitian lanjutan yang dapat dikembangkan adalah 

konstruksi sistem setimbang pada sistem linear atas ring komutatif jika sistem sudah stabil asimtotis, 

terkendali, dan terobservasi. Hal ini dilakukan sebelum melakukan reduksi orde model dengan metode 

pemotongan setimbang, agar diperoleh model dengan orde yang lebih rendah. Model dengan orde rendah 

tentu saja lebih efisien dan efektif, baik dari sisi waktu perhitungan maupun biaya yang diperlukan. 



Prosiding SI MaNIs (Seminar Nasional Integrasi Matematika dan Nilai Islami)    Halaman | 311 

 

Eksistensi Solusi Persamaan Lyapunov pada sistem linear waktu diskrit atas Ring Komutatif 

 
REFERENSI  

[1]  Olsder, G. J. dan van der Woude, J. W., Mathematical Systems Theory, Delftse Uitgevers Maatschappij 

b.v, Netherlands, 2003. 

[2]   Zhou, K., Doyle, J. C., Glover, K., Robust and Optimal Control, Prentice-Hall, New Jersey, 1996. 

[3]   Zhou, K. dan Doyle, J. C., Essentials of Robust Control, Prentice-Hall, New Jersey, 1998. 

[4]  Brewer, J.W., Brunce, J.W., dan Van Vleck, F.S., Linear Systems Over Commutative Rings, Marcel  

Dekker, Inc., New York, 1986. 

[5]   Brown, W.C., Matrices over Commutative Rings, Marcel Dekker, Inc., New York, 1993. 

[6]   Ogata, K., Discrete-Time Control Systems, Prentice-Hall International, Inc., New Jersey, 1995. 

[7]   Xu, G. dan Zou, Y.M., Linear Dynamical Systems over Finite Rings, Journal of Algebra, vol. 321, Issue 

8, pp. 2149-2155, 2009. 

[8]  Zampieri, S. dan Mitter, S.K., Linear system over noetherian rings in the behavioural approach, Journal 

of Mathematical System, Estimation, and Control, 6(2), pp. 1-26, 1996. 
 


