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Suatu kode cross bifix bebas dengan panjang n adalah himpunan barisan
dengan panjang n dimana awalan (prefix) dengan panjang kurang dari n dari
suatu barisan tidak muncul sebagai akhiran (suffix) dari barisan yang lain.
Studi tentang kode cross bifix bebas muncul dari permasalahan barisan
terdistribusi sebagai solusi dari permasalahan sinkronisasi frame. Pada tahun
2012, untuk panjang barisan n yang lebih dari 2, Stefano Bilotta
mengkonstruksi kode cross bifix bebas biner dengan memanfaatkan lintasan
Dyck. Satu tahun kemudian, yaitu pada 2013, Chee mengajukan konstruksi
kode cross bifix bebas untuk sebarang simbol g dan menamakan hasil
konstruksinya sebagai Sc’f,n. Chee mengklaim bahwa kodenya optimal. Namun,
keoptimalannya masih bergantung pada parameter k. Dua tahun kemudian,

tepatnya pada 2015, Blackburn memperbaiki konstruksi Chee dengan
menentukan parameter k sehingga S, optimal. Dalam makalah ini, akan
dikonstruksi kode cross bifix bebas ternair untuk panjang ganjil dengan
memanfaatkan konstruksi kode cross bifix bebas milik Stefano Bilotta.
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1. PENDAHULUAN

Dalam sistem komunikasi, dikenal apa yang disebut Frame Synchronization. Dalam sistem ini, untuk
menjamin adanya keselarasan diantara transmitter dan receiver pada frame data yang dipancarkan, disisipkan
kata penyelaras secara periodik ke dalam aliran data. Karena data dipancarkan secara berulang-ulang, receiver
perlu mengetahui kapan aliran data dimulai. Dalam hal ini, kata penyelaras berperan sebagai penanda pada
frame yang mana data dimulai dan permulaan dari pesan yang dikirimkan.

Metoda sinkronisasi frame ini tidak hanya berguna dalam sistem komunikasi. Dalam disertasinya,
Weindl [9] berhasil menunjukkan bahwa metoda sinkronisasi dapat digunakan untuk memodelkan gene
expression (sintesis protein). Serupa dengan kata penyelaras, alam menggunakan suatu barisan tertentu untuk
menandai dimulainya wilayah DNA yang fundamental. Analogi ini memungkinkan penggunaan teknik pada
sinkronisasi frame dengan menggunakan simulasi pada genome yang telah tersedia.

Dalam teknik sinkronisasi, receiver dilengkapi dengan alat pendeteksi pola untuk dapat mengenali
kata penyelaras. Massey [7] menjelaskan suatu prosedur yang optimal untuk mencari kata penyelaras dalam
suatu aliran data pada Gaussian Channel. Massey menyadari bahwa prosedur pencarian ditentukan oleh bentuk
kata penyelaras yang dipilih meskipun dalam analisisnya dia tidak meninjau hal tersebut. Setahun kemudian,
yakni di tahun 1973, Nielsen [8] menunjukkan bahwa ekspektasi dari pencarian kata penyelaras dapat
diminimumkan jika kata penyelaras yang diambil memiliki sifat bebas imbuhan (bifix free). Ini merupakan
paper pertama dimana terminologi Bifix Free diperkenalkan. Suatu kata p dikatakan bebas imbuhan jika tidak
ada akhiran sejati dari p yang muncul sebagai awalan dari p.
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Dalam perkembangan lebih lanjut, metoda sinkronisasi frame dapat dilakukan dengan mengirimkan
data-data yang berasal dari kode {x,, x, x,..., x; } yang mempunyai sifat khusus. Agar permulaan dari suatu
data frame dapat dikenali, kita harus memastikan bahwa semua akhiran sejati dari x; tidak muncul sebagai
awalan dari x; untuk setiap x; dan x; anggota {xy, x, x3,..., X, }. Metode ini diperkenalkan oleh Wijngaarden
dan Willink [5] pada tahun 2000. Kode yang seperti ini disebut kode cross bifix bebas.

Mengingat  potensi  praktikal dari  himpunan/kode cross bifix bebas, beberapa
peneliti mengusulkan beberapa cara untuk mengonstruksi himpunan tersebut. Pertama, Bajic [1]
mengkonstruksi kode cross bifix bebas dengan menggunakan metode yang dia sebut Metode Kernel Set.
Kemudian, pada 2012 Bilotta [2] memperkenalkan konstruksi kode cross bifix bebas dengan panjang sebarang.
Kode yang dihasilkan Bajic maupun Bilotta, keduanya adalah kode biner. konstruksi kode cross bifix bebas
dengan menggunakan alphabet yang mempunyai g simbol baru diperkenalkan di tahun 2013 oleh Chee [4] dan
kemudian metoda tersebut diperumum oleh Blackburn [3] di tahun 2015.

2. PENELITIAN TERDAHULU

Mengingat goal dari penelitian ini adalah memperluas Konstruksi Bilotta, maka kajian pustaka ini
akan ditutup dengan konstruksi kode cross bifix bebas biner oleh Stefano Bilotta [2] pada tahun 2012. Bilotta
mengkonstruksi kode cross bifix bebas biner dengan memanfaatkan lintasan Dyck. Dalam konstruksinya,
Bilotta membagi kode yang dikonstruksinya menjadi tiga bagian, yaitu untuk panjang kode ganjil, panjang
kode ganjil dengan parameter genap, dan panjang kode genap dengan parameter ganjil. Dari konstruksinya ini,
Bilotta memperoleh hasil bahwa CBFS,(n) adalah himpunan cross bifix bebas yang tak dapat diperluas di
H,(n), yaitu himpunan kata kode biner dengan panjang n, artinya setiap diambil h anggota H,(n) yang bukan
anggota CBFS,(n), maka himpunan CBFS,(n) U {h} bukan lagi himpunan cross bifix bebas.
2.1. Konstruksi CBFS,(2m + 1)

Kode cross bifix bebas CBFS,(2m + 1) didefinisikan oleh Bilotta sebagai himpunan

CBFS,2m+ 1) = {xa:a € D,,,,},

yaitu himpunan lintasan dengan panjang 2m + 1 yang diawali dengan langkah naik yang kemudian diteruskan
dengan lintasan Dyck dengan panjang 2m. Tentu saja, kardinalitas dari CBFS,(2m + 1) adalah C,,, Bilangan
Catalan ke-m. Gambar 2.1 berikut memberikan gambaran himpunan CBFS,(2m + 1) secara geometris.
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e
Gambar 2.1. CBFS,(2m + 1) secara geometris

Selain itu, Gambar 2.2 berikut memberikan gambaran bagaimana Konstruksi Bilotta menghasilkan kode
CBFS,(7), yaitu himpunan kata/katakode {1111000,1101100,1110010,1110100,1101010}.

1111000 WW 1110100 W

Gambar 2. 2. Semua katakode di CBFS,(7)

Dari konstruksi CBFS,(2m + 1), Bilotta memperoleh hasil berikut.
Teorema 2.1.[2] CBFS,(2m + 1) adalah kode cross bifix bebas dengan kardinalitas C,, yang tak dapat
diperluas di H,(2m + 1).

2.2. Konstruksi CBFS,(2m + 2) dengan m genap
Kode cross bifix bebas CBFS,(2m + 2) untuk m genap didefinisikan oleh Bilotta sebagai himpunan

m
CBFS,(2m +2) = {axﬁf: @ € Dyj,@ € Dy, 0 S0 < ?},

yaitu himpunan lintasan dengan panjang 2m + 2 yang diawali dengan lintasan Dyck dengan panjang 2i, diikuti
dengan langkah naik, lalu dilanjutkan dengan lintasan Dyck dengan panjang 2(m — i), kemudian diakhiri
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dengan langkah turun. Tentu saja, kardinalitas dari CBFS,(2m + 2) untuk m genap ini adalah ),
Gambar 2.2 berikut memberikan gambaran himpunan CBFS,(2m + 1) secara geometris.
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Gambar 2.3.2.1. CBFS,(2m + 2) dengan m genap secara geometris

Selain itu, Gambar 2. 2 berikut memberikan gambaran bagaimana Konstruksi Bilotta menghasilkan kode
CBFS,(6), yaitu himpunan kata/katakode {111000,110100,101100}.

SN AN

111000 110100 101100

Gambar 2.2. Semua katakode di CBFS,(6)

Dari konstruksi CBFS,(2m + 2) untuk m genap ini, Bilotta memperoleh hasil berikut.
Teorema 2.2.[2] CBFS,(2m + 2) untuk m genap adalah kode cross bifix bebas dengan kardinalitas

Z?ZO C;Cy,—; Yang tak dapat diperluas di H,(2m + 2).
2.3. Konstruksi CBFS,(2m + 2) dengan m ganjil

Kode cross bifix bebas CBFS,(2m + 2) untuk m ganjil didefinisikan oleh Bilotta sebagai himpunan
m + 1}

CBFSz(Zm + 2) = {axﬁf: a e Dzi:a € Dz(m_i),o <i<

\{xafxﬁf: a €D, a € Dz(m—l)}:
yaitu himpunan lintasan dengan panjang 2m + 2 yang diawali dengan lintasan Dyck dengan panjang 2, diikuti
dengan langkah naik, lalu dilanjutkan dengan lintasan Dyck dengan panjang 2(m — i), kemudian diakhiri
dengan langkah turun; setelah semua lintasan ini terkumpul, maka Bilotta membuang semua lintasan yang
diawali dengan langkah naik yang dilanjutkan dengan lintasan Dyck dengan panjang m — 1, diikuti dengan
langkah turun, lalu diikuti langkah naik, lalu dilanjutkan dengan lintasan Dyck dengan panjang m — 1,
kemudian diakhiri dengan langkah turun. Tentu saja, kardinalitas dari CBFS,(2m + 2) untuk m ganjil ini

adalah ¥.2 ) C;Crp; — Cima.

2
Gambar 2.3 berikut memberikan gambaran himpunan CBFS,(2m + 2) untuk m ganjil secara geometris.
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Gambar 2.3. CBFS,(2m + 2) dengan m ganjil secara geometris

Selain itu, Gambar 2.3 berikut memberikan gambaran Konstruksi Bilotta menghasilkan kode CBFS, (8), yaitu
{11110000,11011000,11100100,11101000,11010100,10111000} U {10110100,10101100}.

11110000 11011000 11100100 11101000 11010100

10111000 10110100 10101100

Gambar 2.3. Semua katakode di CBFS,(8)
Dari konstruksi CBFS,(2m + 2) untuk m ganjil ini, Bilotta memperoleh hasil berikut.

Konstruksi Kode Cross Bifix Bebas Ternair Untuk Panjang Ganjil
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Teorema 2.3. [2] CBFS,(2m + 2) untuk m ganjil adalah kode cross bifix bebas berkardinalitas

m+1

¥, 2, CiCmi — C-1 yang tak dapat diperluas di H,(2m + 2).
2

3.  Konstruksi CBFS;(2m + 1)

Dalam bagian ini akan dikaji mengenai metoda perluasan konstruksi Bilotta untuk panjang ganjil
sehingga menjadi Kode Cross Bifix Bebas ternair, yaitu kode cross bifix bebas dengan 3 simbol. Adapun sifat-
sifat yang akan ditinjau dari perluasan ini adalah himpunan yang dibentuk adalah Himpunan Cross Bifix Bebas
dan Kkardinalitasnya amsih terkait pula dengan Bilangan Catalan ke-m. Bagian ini akan dibagi menjadi dua,
yaitu bagian ide konstruksi untuk panjang ganjil dan bagian klaim bahwa konstruksi tersebut adalah cross bifix
bebas ternair. Sebagai catatan, pada konstruksi ini, langkah naik pada konstruksi Bilotta disimbolkan dengan
0 dan langkah turun disimbolkan dengan 1.

3.1. Ide Konstruksi

Berikut ini adalah metoda/konstruksi untuk memperluas konstruksi Bilotta untuk panjang ganjil ke
Kode Cross Bifix Bebas ternair.
Konstruksi 3.1.1. Misalkan CBFS,(2m + 1) adalah Kode Cross Bifix Bebas dengan panjang ganjil hasil
konstruksi Bilotta. Perluasan CBFS,(2m + 1) menjadiCBFS;(2m + 1) adalah sebagai berikut.
i) Semua anggota CBFS,(2m + 1) dijadikan anggota CBFS;(2m + 1).
i) Semua anggota Hs(2m + 1) yang dapat diperoleh dari anggota CBFS,(2m + 1) dengan cara mengganti O

dengan 2, juga dijadikan anggota CBFS;(2m + 1).

Seperti yang telah diketahui sebelumnya dari konstruksi Bilotta, CBFS,(5) = {00011,00101}.
Selanjutnya, semua kemungkinan mengganti simbol 0 pada 00011 dengan 2 adalah 00011; 20011; 02011,
00211;22011; 20211; 02211; 22211 dan semua kemungkinan mengganti simbol 0 pada 00101 dengan 2 adalah
00101; 20101; 02101; 00121; 22101; 20121; 02121; 22121, sehingga diperoleh himpunancross bifix bebas
ternair dengan panjang 5, CBFS;(5)={00011,20011,02011,00211,22011,20211,02211,22211} U
{00101,20101,02101,00121,22101,20121,02121,22121}.

Jika diperhatikan dengan seksama, semua anggota CBFS5(5) sama dengan barisan yang terbentuk
dengan mengisi semua posisi 0 pada barisan di CBFS, (5) dengan semua kemungkinan simbol genap di {0,1,2}.

3.2. Himpunan Cross Bifix Bebas CBFS;(2m + 1)

Dengan memperhatikan tinjauan pada bagian akhir subbagian sebelumnya, diperoleh Kontruksi 3.2.1
berikut yang selanjutnya akan diklaim sebagai hasilnya merupakan himpunan cross bifix bebas. Untuk
mempermudah penulisan, selanjutnya didefinisikan [q] sebagai {0,1,2,3, ...,q — 1}.

Konstruksi 3.2.1. Misalkan w = w,w,ws; ... Wym41 anggota CBFS,(2m + 1). Selanjutnya, definisikan 0,, =
{i € [n]: w; = 0} dan yaitu himpunan semua posisi di w yang bersimbol 0. Himpunan ternair CBFS;(2m + 1)
didefinisikan sebagai

CBFS;(2m + 1) = U c2m+t
WECBFS,(2m+1)
dimana
cimtt ={c e Hs(2m+1):c; =0V ¢; = 2,0, }
Yaitu Himpunan barisan ternair yang posisi ke-i-nya bersimbol genap di [3] jika posisi tersebut bersimbol 0
di w.

Sebagai contoh, jika ingin membentuk CBFS;(3) maka cukup melihat CBFS,(3). Karena CBFS,(3) = {001},
maka 0,,, = {1,2}. Oleh karena itu, anggota CBFS;(3) adalah barisan ternair dengan panjang 3 yang dua
posisi pertamanya bersimbol genap di [3], yaitu 0. Sehingga, akan diperoleh hasil, yaitu CBFS;(3) =
{001,201,021,221}.

selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa himpunan CBFS;(2m + 1) pada Konstruksi 3.2.1 tidak hanya
himpunan barisan ternair hasil perluasan Konstruksi Bilotta, tetapi CBFS;(2m + 1) juga merupakan
Himpunan Cross Bifix Bebas. Hasil ini ditetapkan dalam Teorema 3.2.2 berikut.
Teorema 3.2.2. Himpunan CBFS;(2m + 1) adalah Himpunan/Kode Cross Bifix Bebas dengan kardinalitas
2m+1Cm'

Bukti. Karena CBFS,(2m + 1) adalah himpunan lintasan latis yang diawali langkah naik yang diikuti lintasan
Dyck dengan panjang 2m, maka untuk setiap 0< k < n berlaku |pre;w|, > |pre,wl; dan [sufiylo, <
|sufiy|1 untuk setiap w dan y di CBFS,(2m + 1). Karena simbol genap pada barisan di CBFS;(2m +
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1) menempati posisi yang sama dengan posisi simbol 0 pada barisan di himpunan CBFS,(2m + 1),
maka untuk 0 < k < n berlaku

lprexaly + |pregal, > |pregal;... (*)
dan

IsufiBlo + [sufiBl; < IsufiBli... (x%)
untuk setiap a dan g di CBFS;(2m + 1).

Sekarang, andaikan CBFS;(2m + 1) bukan himpunan cross bifix bebas, maka ada @ dan g di
CBFS;(2m + 1) sehingga untuk suatu k yang berada di 0 < k <n berlaku pre,a = suf,B.
Akibatnya, berlaku |pre,a|; = |Suka|t untuk setiap t di [g]. Akibatnya, dengan menggunakan

persamaan (*), diperoleh

IsufiBlo + IsufiBl, = Iprexalo + |prexal, > |pregal, = |sufipBls

Namun, hal ini kontradiksi dengan persamaan (**).
Jadi haruslah CBFS;(2m + 1) adalah himpunan cross bifix bebas.

Terakhir, karena banyaknya cara mengganti simbol 0 sebanyak ¢t dengan simbol 2 pada setiap anggota
CBFS,(2m + 1) adalah sebanyak (m :' 1) untuk setiap t=0,1,2,3,...,m+1 dan anggota
CBFS,(2m + 1) sebanyak C,,, maka diperoleh kardinalitas dari CBFS;(2m + 1) adalah

|CBFS3(2m+1)|=(m+1)+(m+1)+_._+(m+1)+_”+(m+1)+(m+1)+m+(m+1)

0 1 m+1 0 1 m+1
(m;1)+(m;1)+~--+(zii) sebanyak Cp,
ol (G0 AT G R G R Gl RS Gy
= 2M1C,.

4. Kesimpulan

Dari hasil penelitian ini, diperoleh kesimpulan bahwa Kode Cross Bifix Bebas hasil Konstruksi Bilotta

untuk panjang ganjil, CBFS,(2m + 1), dapat diperluas menjadi Kode Cross Bifix Bebas Ternair,
CBFS;(2m + 1). Hal pertama yang dilakukan mengaitkan langkah naik dari lintasan di CBFS;(2m + 1)
dengan simbol 0 dan mengaitkan langkah turunnya dengan simbol 1. Kemudian, semua posisi simbol 0 diisi
dengan semua kemungkinan simbol genap di [3].
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