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1. PENDAHULUAN

Himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan operasi biner penjumlahan “+” dan operasi biner
perkalian “-”, yang dinotasikan dengan (R, +,-), disebut ring jika (R, +) adalah grup komutatif, (R,-) adalah
semigrup, serta operasi “+” dan “-” memenuhi hukum distributif kiri dan kanan pada R [1]. Pada tahun 1934,
H.S. Vandiver menemukan struktur aljabar semiring [2]. Semiring merupakan bentuk generalisasi dari ring.
Himpunan tak kosong § yang dilengkapi dengan operasi biner penjumlahan “+4” dan operasi biner perkalian
«.” yang dinotasikan dengan (S, +,), disebut semiring jika (S, +) adalah monoid komutatif, struktur (§,-)
adalah monoid, operasi “+” dan “-” memenuhi hukum distributif kiri dan kanan pada S, serta berlaku hukum
penyerapan, yaitu 0 - s = s - 0 = 0 untuk setiap s € § [3].

Pada tahun 1977, Nicholson [4] memperkenalkan salah satu jenis ring khusus, yaitu ring bersih. Ring
(R, +,) disebut ring bersih jika setiap elemen di R dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen
idempoten dan suatu elemen unit di R. Kemudian, pada tahun 2021, Zabavsky [5] mendefinisikan jenis ring
khusus lainnya, yaitu ring clear. Ring (R, +,-) disebut ring clear jika setiap elemen di R dapat dinyatakan
sebagai jumlahan dari suatu elemen unit reguler dan suatu elemen unit di R. Selanjutnya, pada tahun 2023, Kar
dan Das [6] memperumum ring bersih menjadi semiring bersih. Semiring (S, +,-) disebut semiring bersih jika
setiap elemen tak nol di § dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen idempoten dan suatu elemen
unitdi S.

Pada artikel ini, dipaparkan mengenai perumuman ring clear, yaitu semiring clear dan beberapa
sifat-sifatnya.
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2. METODE PENELITIAN
Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian pustaka mengenai ring clear dan
semiring bersih dari berbagai buku dan artikel ilmiah.

Berikut beberapa konsep dasar yang berkaitan dengan topik yang dibahas pada artikel ini. Namun, sebelum
didefinisikan mengenai ring clear, terlebih dahulu diberikan definisi elemen unit dan elemet unit reguler pada
suatu ring.

Definisi 1 [1] Diberikan ring (R, +,") dengan elemen satuan 1. Elemen u € R disebut elemen unit jika
terdapat s € R sedemikian sehingga us = su = 15.

Selanjutnya, himpunan semua elemen unit pada R dinotasikan dengan U (R).

Definisi 2 [7] Diberikan ring (R, +,) dengan elemen satuan 1. Elemen v € R disebut elemen unit reguler
jika terdapat u € U(R) sedemikian sehingga v = vuv.

Selanjutnya, himpunan semua elemen unit reguler pada R dinotasikan dengan U, 4 (R).

Terdapat jenis ring khusus yang setiap elemennya dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen unit
dan suatu elemen unit reguler, yaitu ring clear.

Definisi 3 [5] Diberikan ring (R, +,-) dengan elemen satuan 14 . Ring R dikatakan clear jika untuk setiap
elemen r € R dapat dinyatakan sebagai r = u + v, dimana u € U(R) dan v € U,.4(R).

Proposisi 1 [5] Setiap image homomorfisma dari ring clear adalah clear.
Proposisi 2 [5] Hasil kali kartesian dari ring clear adalah clear.

Lemma 1 [5] Elemen r € R clear jika dan hanya jika terdapat elemen unit u sedemikian sehingga ur dan ru
adalah elemen bersih.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini, dijelaskan hasil-hasil penelitian dan diskusi yang menyeluruh terkait bidang semiring clear.
3.1. Semiring Clear

Sebelum didefinisikan mengenai semiring clear, terlebih dahulu diberikan definisi elemen-elemen khusus pada
suatu semiring, di antaranya elemen idempoten, elemen unit, dan elemet unit reguler pada suatu ring.

Definisi 4. [6] Diberikan semiring (S, +,). Elemen i € S disebut elemen idempoten jika i = i2.
Selanjutnya, himpunan semua elemen idempoten pada § dinotasikan dengan 1d(S).
Contoh 1

1. Diberikan semiring (Zg, +,-). Elemen-elemen idempoten pada Zg, yaitu 0 dan 1, sebab 0 = 02 dan
1=12
B — -2 - =2 - =2 =
2. Elemen-elemen idempoten pada semiring (Zg, +4,'), yaitu 0,1,3,4,sebab0 =0,1 =1,3 =9 =
3,dn%d =16=14

Definisi 5. [3] Diberikan semiring (S, +,-). Elemen u € § disebut elemen unit jika terdapat s € R sedemikian
sehingga us = su = 1;.

Selanjutnya, himpunan semua elemen unit pada § dinotasikan dengan U(S).
Contoh 2

1. Diberikan semiring (Z$, +,-). Elemen unit pada Z§ hanyalah 1, sebab 1-1 = 1.

2. Diberikan semiring (R,.x,D,®). Elemen unit pada R, adalah semua elemen r € R, \ {—0},
sebab untuk setiap r € Ryax \ {—o0} dapat ditemukan —r € R, \ {—}sedemikian sehingga r &
() =0=-—1Qr.

3. Setiap elemen tak nol pada semi-field (S, + -) adalah unit.
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Definisi 6. [8] Diberikan semiring (S, +,-). Elemen v € § disebut elemen unit reguler jika terdapat u € U(S)
sedemikian sehingga v = vuv.

Selanjutnya, himpunan semua elemen unit reguler pada S dinotasikan dengan U,..,4(S).
Contoh 3
1. Setiap semiring (S, +,-) dengan elemen satuan 1 selalu mempunyai elemen unit reguler trivial, yaitu
U‘reg(s) = {05, 15}, sebab 05 = 05 ‘u- 05 dan 15 = 15 . 15 . 15 untuk suatu u, 15 (S U(S)
2. Setiap elemen idempoten pada § merupakan elemen unit reguler pada §, sebab untuk setiap i € 1d(S),
i dapat dinyatakan sebagai i - 15 - i = i? = i untuk suatu 15 € U(S).
3. Setiap elemen unit pada § merupakan elemen unit reguler pada S, sebab untuk setiap p € U(S) dapat
ditemukan q € U(S) sedemikian sehinggap-q =1sdanp-q-p=15-p =p.

Terdapat jenis semiring khusus yang setiap elemennya dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen
unit dan suatu elemen unit reguler, yaitu semiring clear.

Definisi 7. Diberikan semiring (S, +,-). Semiring § dikatakan clear jika untuk setiap elemen tak nol r € §
dapat dinyatakan sebagai r = u + v, dimanau € U(S) dan v € U,.4(S).

Contoh 4. Semiring (Qg¢,+,-) adalah semiring clear sebab untuk setiap elemen tak nol ¢ € Qf dapat
dinyatakan sebagai ¢ = 0 + q dengan 0 € U,,(Qg) dan q € U(Qp).

Remark 1.

1. Semiring clear merupakan perumuman dari ring clear.
2. Setiap semi-field merupakan semiring clear.
3. Subsemiring dari semiring clear, belum tentu clear.

3.2. Sifat-Sifat pada Semiring Clear

Lemma 2. Diberikan semiring (S, +,). Elemen s € U,.4(S) jika dan hanya jika s dapat dinyatakan sebagai
hasil kali dari suatu elemen idempoten dan suatu elemen unit di S.

Bukti:
Diketahui semiring (S, +,).

= Diketahui s € U, (). Ditunjukkan bahwa s dapat dinyatakan sebagai hasil kali dari suatu elemen
idempoten dan suatu elemen unit di S.

Diambil sebarang s € U4 (8), artinya s = sas dengan a € U(S). Pandang e = sa, diperoleh
e? = (sa)(sa) = (sas)a = sa = e.

Akibatnya, e = sa € Id(S). Selanjutnya, pandang u = a™! € U(S), diperoleh

s=s(aa™t) = (sa)a ! = eu.

Terbukti bahwa setiap elemen unit reguler di § dapat dinyatakan sebagai hasil kali dari suatu elemen
idempoten dan suatu elemen unit di §.

< Diketahui s € § dapat dinyatakan sebagai hasil kali dari suatu elemen idempoten dan suatu elemen
unit di 8. Ditunjukkan bahwa s € U,..4(S).
Diambil sebarang s =eu € § dengan e € Id(S) dan u € U(S). Ditunjukkan ada v € U(S)
sedemikian sehingga s = svs. Pandang v = u™!. Diperhatikan bahwa:
svs = su”ls = (ew)u~(eu) = eu = s.
Terbukti bahwa s € U¢4(S).

Jadi, terbukti bahwa elemen s € U,.4(S) jika dan hanya jika s dapat dinyatakan sebagai hasil kali dari suatu
elemen idempoten dan suatu elemen unit di S. ]

Semiring Clear dan Sifat-Sifatnya (Yassin Dwi Cahyo)



51 Prosiding SI MaNIs (Seminar Nasional Integrasi Matematika dan Nilai Islami)

Proposisi 3 Diberikan semiring (S;, +1,-1) dan (S,, +,,-;), serta homomorfisma semiring 6:8; — §,. Jika
(81, +1,-1) merupakan semiring clear, maka image dari § juga merupakan semiring clear.

Bukti:

Diberikan semiring clear (8, +,:1) dan semiring (S, +,,°) , serta homomorfisma semiring §: §; = §,. Akan
dibuktikan bahwa Im(6) adalah semiring clear. Diambil sebarang s € Im(8) \ {052}, artinya s dapat
dinyatakan sebagai s = §(a), untuk suatua € §; \ {051}. Oleh karena 8, adalah semiring clear, ini berarti a =
u+wv, di mana u € U(S;) dan v € U,.4(S;). Dimisalkan v = e - p di mana e € Id(S;) dan p € U(S,).
Diperhatikan bahwa

§(a)=6(u+v)=6(u+e-p)=346w)+46e)-6(p).

Oleh karena u,p € U(S,), makas(u),8(p) € U(Im(8))dan e € 1d(S;), maka 6&(e) € Id(Im(5)).
Selanjutnya, berdasarkan lemma 2, diperoleh 5(e) - 5(p) € Uyeq (Im(8)). Dengan kata lain, §(a) dapat
dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen unit dan suatu elemen unit reguler di §,. Jadi, terbukti bahwa
image homomorfisma dari suatu semiring clear juga merupakan semiring clear. [

Proposisi 4 Diberikan keluarga semiring {S;};cy- Hasil kali kartesian dari keluarga semiring clear {S;};en
merupakan semiring clear terhadap operasi penjumlahan dan perkalian pointwise jika dan hanya jika setiap S;
merupakan semiring clear.

Bukti:
Diberikan keluarga semiring {S;};en-

= Diberikan semiring clear § =[];enS;. Akan dibuktikan setiap §; merupakan semiring clear.
Dibentuk suatu fungsi

51-: 1_151 — ‘Si

ieN
(51,82,...) +— s; ,untuksetiap (51,52, ...) € [lienSi -

Jelas bahwa §; adalah epimorfisma. Berdasarkan proposisi 3, terbukti bahwa setiap §; merupakan
semiring clear.

<= Diberikan semiring clear S;,i € N. Akan dibuktikan bahwa § = [];cy S; merupakan semiring clear.
Diambil sebarang elemen (sy, s,, ...) € § di mana s; # O, untuk setiap i € N. Oleh karena semiring
clear §;,i € N, artinya untuk setiap elemen tak nol s; € §; dapat dinyatakan sebagai s; = u; + v;, di
mana u; € U(S;) dan v; € U,.4(S;). Akibatnya,

(51,82, ) = (Ug + V1, Uy + 1y, .0) = (U, Uy, -.) + (V1,03 .00).

Jadi, terbukti bahwa § = [[;ey S; merupakan semiring clear. [

Proposisi 5 Diberikan semiring (§,+,"). Elemen s € § clear jika dan hanya jika terdapat elemen unit u
sedemikian sehingga us dan su adalah elemen bersih.

Bukti.
Diberikan semiring (S, +,-).

= Diketahui elemen clear s € §. Ditunjukkan bahwa terdapat u € U(S) sehingga us dan su adalah
elemen bersih.
Oleh karena elemen clear s € S, artinya
s=a+b..(¥)
di mana a € U,4(S) dan b € U(S). Dari a € U,.4(S), artinya ada u € U(S) sehingga a = aua.
Selanjutnya, dengan mengalikan u pada persamaan (*) didapatkan
us =u(a + b) = ua + ub,
serta (ua)? = (ua)(ua) = u(aua) = ua dan ub € U(S). Diperolen us adalah elemen bersih.
Kemudian, dengan cara yang sama, didapatkan su juga elemen bersih.
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< Diketahui terdapat u € U(S) sehingga us dan su adalah elemen bersih. Ditunjukkan bahwa s € §
adalah elemen clear.
Dari yang diketahui, terdapat u € U(S) sehingga us dan su adalah elemen bersih. Pandang
us =e+v..(**)
di mana e € Id(S) dan v € U(S). Dengan mengalikan u~! pada persamaan (*x) diperoleh
s=utle+ulv.
Oleh karena (u~'e)u(u'e) = u e, artinya u~'e € U,4(S). Lebih lanjut, u™'e € U,.4(S) dan
u~lv € U(S). Akibatnya s € § adalah elemen clear. Bukti analog untuk su.

Jadi, terbukti bahwa elemen s € § clear jika dan hanya jika terdapat elemen unit u sedemikian sehingga us
dan su adalah elemen bersih. ]

4. KESIMPULAN

Diberikan semiring (S, +,-). Semiring § dikatakan clear jika untuk setiap elemen tak nol r € S dapat
dinyatakan sebagai r = u + v, dimanau € U(S) dan v € U,.,4(S). Beberapa sifat-sifat dari semiring clear di
antaranya adalah

1. Elemen s € U,.4(S) jika dan hanya jika s dapat dinyatakan sebagai hasil kali dari suatu elemen
idempoten dan suatu elemen unit di S.

2. Diberikan semiring (§y,+,1) dan (S,,+,,-2), serta homomorfisma semiring 6:8; = §,. Jika
(81, +1,-1) merupakan semiring clear, maka image dari § juga merupakan semiring clear.

3. Diberikan keluarga semiring {S;};en. Hasil kali kartesian dari keluarga semiring clear {S;};en
merupakan semiring clear terhadap operasi penjumlahan dan perkalian pointwise jika dan hanya jika
setiap §; merupakan semiring clear.

4. Elemens € § clear jika dan hanya jika terdapat elemen unit u sedemikian sehingga us dan su adalah
elemen bersih.
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