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 Diberikan semiring (𝑆, +,⋅) dengan elemen satuan 1𝑆. Semiring 𝑆 

dikatakan bersih, jika untuk setiap elemen tak nol di 𝑆 dapat 

dinyatakan sebagai jumlahan suatu elemen unit dan suatu elemen 

idempoten di 𝑆. Semiring 𝑆 dikatakan clear, jika untuk setiap elemen 

tak nol di dalam 𝑆 dapat dinyatakan sebagai jumlahan suatu elemen 

unit dan suatu elemen unit reguler 𝑆. Pada penelitian ini, dijelaskan 

hubungan semiring bersih dan semiring clear. Setiap semiring bersih 

merupakan semiring clear, tetapi tidak berlaku sebaliknya. 
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1. PENDAHULUAN 

Misalkan 𝑅 adalah suatu himpunan tak kosong dan pada 𝑅 didefinisikan dua buah operasi biner " + " 

dan " ⋅ ", yang selanjutnya disebut operasi penjumlahan dan perkalian. Himpunan 𝑅 disebut ring terhadap 

operasi penjumlahan " + "  dan perkalian " ⋅ ", jika (𝑅, +) merupakan grup komutatif, operasi perkalian di 𝑅 

bersifat asosiatif (yang berarti (𝑅,⋅) merupakan semigrup), serta operasi penjumlahan dan perkalian di 

𝑅 memenuhi sifat distributif kiri dan distributif kanan [1]. Selanjutnya, himpunan tak kosong 𝑅 disebut 

semiring terhadap operasi penjumlahan " + "  dan perkalian " ⋅ ", jika (𝑅, +) merupakan monoid komutatif, 
(𝑅,⋅) merupakan semigrup, serta operasi penjumlahan dan perkalian di 𝑅 memenuhi sifat distributif kiri dan 

distributif kanan [2]. Semiring 𝑆 dikatakan semiring dengan elemen satuan 1𝑆 jika terdapat 1𝑆 pada 𝑆 

sedemikian sehingga untuk setiap elemen 𝑎 pada 𝑆 berlaku 1𝑆 ⋅ 𝑎 = 𝑎 ⋅ 1𝑆 = 𝑎 [2]. 

Pada teori ring, terdapat istilah elemen idempoten, elemen unit, dan elemen unit reguler. Elemen 

idempoten adalah suatu elemen pada ring yang apabila dikalikan terhadap dirinya sendiri akan memberikan 

hasil yang tetap atau identik dengan elemen aslinya [3]. Dengan kata lain, suatu elemen 𝑎 pada ring (𝑅, +,⋅) 

dikatakan idempoten, jika berlaku 𝑎2 = 𝑎. Elemen unit adalah suatu elemen pada ring yang mempunyai invers 

terhadap operasi perkalian [4]. Dengan kata lain, suatu elemen 𝑎  pada ring (𝑅, +,⋅) dikatakan unit, jika terdapat 

𝑎−1 di (𝑅, +,⋅) sedemikian sehingga 𝑎 ⋅ 𝑎−1 = 𝑎−1 ⋅ 𝑎 = 1𝑅, dimana 1𝑅 merupakan elemen satuan pada ring 

𝑅. Selanjutnya, suatu elemen 𝑎 pada ring  (𝑅, +,⋅) dikatakan sebagai unit reguler, jika 𝑎 = 𝑎 ⋅ 𝑢 ⋅ 𝑎, untuk 

suatu elemen unit 𝑢 [5].  

Pada tahun 1977, Nicholson telah memperkenalkan konsep mengenai ring bersih, yaitu suatu ring 

yang setiap elemennya dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen idempoten dengan elemen 

unit ring tersebut. Penelitian ini kemudian dilanjutkan oleh Chen pada tahun 2008, yang membahas mengenai 

sifat-sifat ring bersih, dan kemudian diperumum oleh Kar pada tahun 2023, yang membahas mengenai semiring 

bersih. Selanjutnya, pada tahun 2021, Zabavsky telah memperkenalkan konsep mengenai ring clear, yaitu suatu 
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ring yang setiap elemennya dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen unit dengan elemen unit 

reguler ring tersebut. Pada penelitian ini, diselidiki hubungan antara semiring bersih dengan semiring clear, 

yang merupakan perumuman dari ring clear. 

2. METODE PENELITIAN  

Penelitian ini dilakukan melalui kajian pustaka mengenai semiring bersih dan ring clear dari berbagai 

sumber ilmiah. Pada artikel ini, dibahas terlebih dahulu definisi ring dan semiring. Selanjutnya, dibahas 

mengenai definisi dan sifat elemen idempoten, unit, unit reguler, bersih, dan clear pada semiring. Berdasarkan 

definisi dan sifat-sifat tersebut, dapat didefinisikan semiring bersih dan semiring clear, yang kemudian dapat 

diselidiki hubungan antara keduanya.  

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1.  Ring dan Semiring 

Definisi 1 [1]. Misalkan 𝑅 adalah suatu himpunan tak kosong dan pada 𝑅 didefinisikan dua operasi biner yang 

dinotasikan dengan " + " dan " ⋅ ", yang selanjutnya disebut operasi penjumlahan dan perkalian. Himpunan 𝑅 

disebut ring terhadap operasi penjumlahan " + " dan perkalian " ⋅ " jika memenuhi: 

(1) (𝑅, +) merupakan grup komutatif; 

(2) operasi " ⋅ " di 𝑅 bersifat asosiatif, yaitu (𝑟1 ⋅ 𝑟2) ⋅ 𝑟3 = 𝑟1 ⋅ (𝑟2 ⋅ 𝑟3), untuk setiap 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝑅; 

(3) operasi penjumlahan dan perkalian di R bersifat: 

(a) distributif kiri, yaitu 𝑟1 ⋅ (𝑟2 + 𝑟3) = (𝑟1 ⋅ 𝑟2) + (𝑟1 ⋅ 𝑟3), untuk setiap 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝑅; 

(b) distributif kanan, yaitu (𝑟1 + 𝑟2) ⋅ 𝑟3 = (𝑟1 ⋅ 𝑟3) + (𝑟2 ⋅ 𝑟3), untuk setiap 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝑅. 

Definisi 2 [6]. Himpunan tak kosong 𝑆 dengan operasi biner " + " dan " ⋅ " disebut semiring jika memenuhi: 

(1) (𝑆, +) merupakan monoid komutatif. 

(2) (𝑆,⋅) merupakan semigrup. 

(3) operasi penjumlahan dan perkalian di 𝑆 bersifat: 

(a) distributif kiri, yaitu 𝑠1 ⋅ (𝑠2 + 𝑠3) = (𝑠1 ⋅ 𝑠2) + (𝑠1 ⋅ 𝑠3), untuk setiap 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ 𝑆. 

(b) distributif kanan, yaitu (𝑠1 + 𝑠2) ⋅ 𝑠3 = (𝑠1 ⋅ 𝑠3) + (𝑠2 ⋅ 𝑠3), untuk setiap 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ 𝑆.  

Lebih lanjut, semiring (𝑆, +,⋅) disebut semiring komutatif jika (𝑆,⋅) merupakan semigrup komutatif, dan 

disebut semiring dengan elemen satuan jika (𝑆,⋅) merupakan monoid [6].  

3.2.  Elemen Idempoten, Unit, dan Unit Reguler pada Semiring 

Definisi 3 [2]. Misalkan 𝑆 suatu semiring. Elemen 𝑒 ∈ 𝑆 dikatakan sebagai elemen idempoten jika 𝑒2 = 𝑒. 

Definisi 4 [2]. Misalkan 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan 1𝑆. Elemen 𝑎 ∈ 𝑆\{0}  dikatakan sebagai 

elemen unit jika terdapat elemen 𝑏 ∈ 𝑆 sedemikian sehingga 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 = 1𝑆. 

Definisi 5. Misalkan 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan. Elemen 𝑎 ∈ 𝑆 dikatakan sebagai elemen unit 

reguler jika terdapat elemen unit 𝑢 ∈ 𝑆 sedemikian sehingga 𝑎 = 𝑎 ⋅ 𝑢 ⋅ 𝑎. 

Selanjutnya, himpunan semua elemen idempoten, elemen unit, dan elemen unit reguler dari suatu semiring 𝑆 

berturut-turut dapat ditulis sebagai 𝐼𝑑(𝑆), 𝑈(𝑆), dan 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). 

Lemma 1. Jika 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan, maka 𝐼𝑑(𝑆) ⊆ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). 

Bukti: Diketahui 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan. Diambil sebarang 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑆), sehingga berlaku 𝑒2 =
𝑒. Selanjutnya, diperhatikan bahwa 𝑒2 = 𝑒 ⋅ 1𝑆 ⋅ 𝑒, dimana 1𝑆 elemen satuan dari 𝑆. Oleh karena 1𝑆 ∈ 𝑈(𝑆) 

dan 𝑒 = 𝑒 ⋅ 1𝑆 ⋅ 𝑒, maka jelas bahwa 𝑒 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). Selanjutnya, oleh karena untuk setiap 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑆) berlaku 𝑒 ∈

𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆), maka terbukti bahwa 𝐼𝑑(𝑆) ⊆ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). 
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Lemma 2. Jika 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan, maka 𝑈(𝑆) ⊆ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). 

Bukti: Diketahui 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan. Diambil sebarang 𝑢 ∈ 𝑈(𝑆), sehingga terdapat 𝑢−1 ∈
𝑆 sedemikian sehingga 𝑢 ⋅ 𝑢−1 = 𝑢−1 ⋅ 𝑢 = 1𝑆, dimana 1𝑆 elemen satuan dari 𝑆. Selanjutnya, diperhatikan 

bahwa 𝑢 = 𝑢 ⋅ 𝑢−1 ⋅ 𝑢 dan 𝑢−1 ∈ 𝑈(𝑆), sehingga jelas bahwa 𝑢 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). Oleh karena untuk setiap 𝑢 ∈ 𝑈(𝑆) 

berlaku 𝑢 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆), maka terbukti bahwa 𝑈(𝑆) ⊆ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). 

3.3.  Semiring Bersih dan Semiring Clear 

Definisi 6 [7]. Suatu elemen dari semiring 𝑆 dikatakan bersih jika dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan 

antara elemen idempoten dan elemen unit di 𝑆. 

Definisi 7 [7]. Semiring 𝑆 dikatakan semiring bersih jika setiap elemen tak nol dari 𝑆 merupakan elemen bersih. 

Definisi 8. Suatu elemen dari semiring 𝑆 dikatakan clear jika dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan 

antara elemen unit dan elemen unit reguler di 𝑆. 

Definisi 9. Semiring 𝑆 dikatakan semiring clear jika setiap elemen tak nol dari 𝑆 merupakan elemen clear. 

Teorema 1. Setiap semiring bersih merupakan semiring clear, tetapi tidak setiap semiring clear merupakan 

semiring bersih. 

Bukti: Diambil sebarang semiring bersih 𝑆. Ini berarti setiap elemen di 𝑆 merupakan elemen bersih, sehingga 

dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antar elemen idempoten dan elemen unit di 𝑆. Dari Lemma 1., 

oleh karena setiap elemen idempoten juga merupakan elemen unit reguler, maka jelas bahwa setiap elemen di 

𝑆 juga dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen unit dan elemen unit reguler di 𝑆. Ini berarti 

setiap elemen di 𝑆 merupakan elemen clear, sehingga 𝑆 merupakan semiring clear. Dengan demikian, terbukti 

bahwa setiap semiring bersih merupakan semiring clear. 

Selanjutnya, dipandang semiring  ℤ2×2 dan  [
12 5
0 0

] ∈ ℤ2×2. Jelas bahwa [
12 5
0 0

] merupakan elemen clear 

di ℤ2×2, sebab [
12 5
0 0

] = [
17 7
12 5

] + [
−5 −2

−12 −5
], dimana [

17 7
12 5

] ∈ 𝑈(ℤ2×2) dan [
−5 −2

−12 −5
] ∈

𝑈𝑟𝑒𝑔(ℤ2×2). Andaikan [
12 5
0 0

] merupakan elemen bersih di ℤ2×2, maka [
12 5
0 0

] dapat dinyatakan sebagai 

hasil penjumlahan antara elemen idempoten dan elemen unit dari ℤ2×2. Diperhatikan bahwa himpunan semua 

elemen idempoten dari ℤ2×2 dapat ditentukan sebagai berikut: 

𝐼𝑑(ℤ2×2) = {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]| [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} 

= {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]| [𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑎𝑏 + 𝑏𝑑
𝑎𝑐 + 𝑐𝑑 𝑏𝑐 + 𝑑2 ] = [

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} 

= {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]| [𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑏𝑎 + 𝑏𝑑
𝑐𝑎 + 𝑐𝑑 𝑏𝑐 + 𝑑2 ] = [

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} 

= {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]| [
𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑏(𝑎 + 𝑑)

𝑐(𝑎 + 𝑑) 𝑏𝑐 + 𝑑2 ] = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} 

= {[
0 0
0 0

] , [
0 0
0 1

] , [
1 0
0 0

] , [
1 0
0 1

] , [
0 0
𝑘 1

] , [
1 0
𝑘 0

] , [
0 𝑘
0 1

] , [
1 𝑘
0 0

]| 𝑘 ∈ ℤ\{0}} 

Selanjutnya, dapat diselidiki elemen-elemen unit yang mengakibatkan [
12 5
0 0

] merupakan elemen bersih di 

ℤ2×2 sebagai berikut: 
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Elemen Idempoten Calon Elemen Unit Invers Calon Elemen Unit Keterangan 

[
0 0
0 0

] [
12 5
0 0

] − 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
0 0
0 1

] [
12 5
0 −1

] 
[

1

12

5

12
0 −1

] 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
1 0
0 0

] [
11 5
0 0

] − 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
1 0
0 1

] [
11 5
0 −1

] 
[

1

11

5

11
0 −1

] 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
0 0
𝑘 1

] [
12 5
−𝑘 −1

] 

[
−

1

5𝑘 − 12
−

5

5𝑘 − 12
𝑘

5𝑘 − 12

12

5𝑘 − 12

] Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
1 0
𝑘 0

] [
11 5
−𝑘 0

] 

[
0 −

1

𝑘
1

5

11

5𝑘

] Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
0 𝑘
0 1

] [
12 5 − 𝑘
0 −1

] 
[

1

12

5 − 𝑘

12
0 −1

] 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
1 𝑘
0 0

] [
11 5 − 𝑘
0 0

] − 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

Dari tabel tersebut, jelas bahwa [
12 5
0 0

] tidak dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen 

idempoten dan elemen unit di ℤ2×2. Ini kontradiksi dengan pernyataan sebelumnya, sehingga [
12 5
0 0

] bukan 

merupakan elemen bersih di ℤ2×2. Dengan demikian, terbukti bahwa tidak setiap elemen clear merupakan 

elemen bersih. Akibatnya, juga berlaku bahwa tidak setiap semiring clear merupakan semiring bersih. 

4. KESIMPULAN  

Dalam penelitian ini, telah dibahas mengenai definisi semiring bersih dan semiring clear, termasuk 

definisi elemen idempoten, unit, dan unit reguler dalam konteks semiring. Berdasarkan analisis terhadap 

definisi semiring bersih dan semiring clear, serta sifat-sifat elemen idempoten, unit, dan unit reguler pada 

semiring, diperoleh bahwa setiap semiring bersih merupakan semiring clear. Hal ini disebabkan karena setiap 

elemen idempoten pada semiring juga merupakan elemen unit reguler, sehingga setiap elemen bersih pada 

semiring juga merupakan elemen clear. Namun demikian, dari penelitian ini juga diperoleh bahwa tidak setiap 

semiring clear merupakan semiring bersih. 
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