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Kata Kunci: hubungan semiring bersih dan semiring clear. Setiap semiring bersih
merupakan semiring clear, tetapi tidak berlaku sebaliknya.

Semiring
Bersih
Clear

Semiring Bersih
Semiring Clear Copyright © 20XX SIMANIS.
All rights reserved.

Korespondensi:

Galang Riki Ramadhan,

Departemen Matematika, Fakultas Sains dan Matematika, Universitas Diponegoro,
JI. Prof. Jacub Rais, Tembalang, Semarang
galangrikiramadhan@students.undip.ac.id

1. PENDAHULUAN

Misalkan R adalah suatu himpunan tak kosong dan pada R didefinisikan dua buah operasi biner " + "
dan "-", yang selanjutnya disebut operasi penjumlahan dan perkalian. Himpunan R disebut ring terhadap
operasi penjumlahan " + " dan perkalian " - ", jika (R, +) merupakan grup komutatif, operasi perkalian di R
bersifat asosiatif (yang berarti (R,-) merupakan semigrup), serta operasi penjumlahan dan perkalian di
R memenuhi sifat distributif kiri dan distributif kanan [1]. Selanjutnya, himpunan tak kosong R disebut
semiring terhadap operasi penjumlahan " + " dan perkalian " - ", jika (R, +) merupakan monoid komutatif,
(R,-) merupakan semigrup, serta operasi penjumlahan dan perkalian di R memenubhi sifat distributif kiri dan
distributif kanan [2]. Semiring S dikatakan semiring dengan elemen satuan 15 jika terdapat 15 pada S
sedemikian sehingga untuk setiap elemen a pada S berlaku 15 -a = a - 13 = a [2].

Pada teori ring, terdapat istilah elemen idempoten, elemen unit, dan elemen unit reguler. Elemen
idempoten adalah suatu elemen pada ring yang apabila dikalikan terhadap dirinya sendiri akan memberikan
hasil yang tetap atau identik dengan elemen aslinya [3]. Dengan kata lain, suatu elemen a pada ring (R, +,-)
dikatakan idempoten, jika berlaku a® = a. Elemen unit adalah suatu elemen pada ring yang mempunyai invers
terhadap operasi perkalian [4]. Dengan kata lain, suatu elemen a padaring (R, +,-) dikatakan unit, jika terdapat
a~1 di (R, +,") sedemikian sehingga a - a™* = a™! - a = 1, dimana 1 merupakan elemen satuan pada ring
R. Selanjutnya, suatu elemen a pada ring (R, +,-) dikatakan sebagai unit reguler, jika a = a - u - a, untuk
suatu elemen unit u [5].

Pada tahun 1977, Nicholson telah memperkenalkan konsep mengenai ring bersih, yaitu suatu ring
yang setiap elemennya dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen idempoten dengan elemen
unit ring tersebut. Penelitian ini kemudian dilanjutkan oleh Chen pada tahun 2008, yang membahas mengenai
sifat-sifat ring bersih, dan kemudian diperumum oleh Kar pada tahun 2023, yang membahas mengenai semiring
bersih. Selanjutnya, pada tahun 2021, Zabavsky telah memperkenalkan konsep mengenai ring clear, yaitu suatu
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ring yang setiap elemennya dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen unit dengan elemen unit
reguler ring tersebut. Pada penelitian ini, diselidiki hubungan antara semiring bersih dengan semiring clear,
yang merupakan perumuman dari ring clear.

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan melalui kajian pustaka mengenai semiring bersih dan ring clear dari berbagai
sumber ilmiah. Pada artikel ini, dibahas terlebih dahulu definisi ring dan semiring. Selanjutnya, dibahas
mengenai definisi dan sifat elemen idempoten, unit, unit reguler, bersih, dan clear pada semiring. Berdasarkan
definisi dan sifat-sifat tersebut, dapat didefinisikan semiring bersih dan semiring clear, yang kemudian dapat
diselidiki hubungan antara keduanya.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
3.1. Ring dan Semiring

Definisi 1 [1]. Misalkan R adalah suatu himpunan tak kosong dan pada R didefinisikan dua operasi biner yang
dinotasikan dengan " + " dan " - ", yang selanjutnya disebut operasi penjumlahan dan perkalian. Himpunan R
disebut ring terhadap operasi penjumlahan " 4+ " dan perkalian " - " jika memenuhi:

(1) (R,+) merupakan grup komutatif;
(2) operasi" - " di R bersifat asosiatif, yaitu (r; - ,) - 13 =1y - (1, - 13), untuk setiap ry, 75,73 € R;
(3) operasi penjumlahan dan perkalian di R bersifat:

(a) distributif kiri, yaitury - (r, +13) = (r; - 12) + (ry - 13), untuk setiap ry, 15,73 € R;

(b) distributif kanan, yaitu (r; + 1) - 13 = (r; - 13) + (1, - 13), untuk setiap r;, 75,15 € R.

Definisi 2 [6]. Himpunan tak kosong S dengan operasi biner " + " dan disebut semiring jika memenubhi:

(1) (S,+) merupakan monoid komutatif.

(2) (S,-) merupakan semigrup.

(3) operasi penjumlahan dan perkalian di S bersifat:
(a) distributif kiri, yaitu s; - (s, + s3) = (51 - S3) + (57 - S3), untuk setiap s, s,,55 € S.
(b) distributif kanan, yaitu (s; +s,) - 53 = (51 - 53) + (s, * s3), untuk setiap s;,s,, 53 € S.

Lebih lanjut, semiring (S, +,-) disebut semiring komutatif jika (S,-) merupakan semigrup komutatif, dan
disebut semiring dengan elemen satuan jika (S,-) merupakan monoid [6].

3.2. Elemen Idempoten, Unit, dan Unit Reguler pada Semiring
Definisi 3 [2]. Misalkan S suatu semiring. Elemen e € S dikatakan sebagai elemen idempoten jika e? = e.

Definisi 4 [2]. Misalkan S suatu semiring dengan elemen satuan 15. Elemen a € S\{0} dikatakan sebagai
elemen unit jika terdapat elemen b € S sedemikian sehinggaa-b =b-a = 1;.

Definisi 5. Misalkan S suatu semiring dengan elemen satuan. Elemen a € S dikatakan sebagai elemen unit
reguler jika terdapat elemen unit u € S sedemikian sehinggaa = a - u - a.

Selanjutnya, himpunan semua elemen idempoten, elemen unit, dan elemen unit reguler dari suatu semiring S
berturut-turut dapat ditulis sebagai /d(S), U(S), dan Uy..4(S).

Lemma 1. Jika S suatu semiring dengan elemen satuan, maka Id(S) S Uy, (S).

Bukti: Diketahui S suatu semiring dengan elemen satuan. Diambil sebarang e € I1d(S), sehingga berlaku e? =
e. Selanjutnya, diperhatikan bahwa e? = e - 15 - e, dimana 15 elemen satuan dari S. Oleh karena 15 € U(S)
dane = e - 15 - e, maka jelas bahwa e € U,4(S). Selanjutnya, oleh karena untuk setiap e € 1d(S) berlaku e €
Uyeg(S), maka terbukti bahwa Id(S) € Uyq4(S).
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Lemma 2. Jika S suatu semiring dengan elemen satuan, maka U(S) € Uy..4(S).

Bukti: Diketahui S suatu semiring dengan elemen satuan. Diambil sebarang u € U(S), sehingga terdapat u™! €
S sedemikian sehingga u - u™! = u™! - u = 15, dimana 15 elemen satuan dari S. Selanjutnya, diperhatikan
bahwau = u-u~' -udanu™" € U(S), sehingga jelas bahwa u € U, ., (S). Oleh karena untuk setiap u € U(S)
berlaku u € U,..4(S), maka terbukti bahwa U(S) € Uy4(S).

3.3. Semiring Bersih dan Semiring Clear

Definisi 6 [7]. Suatu elemen dari semiring S dikatakan bersih jika dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan
antara elemen idempoten dan elemen unit di S.

Definisi 7 [7]. Semiring S dikatakan semiring bersih jika setiap elemen tak nol dari S merupakan elemen bersih.

Definisi 8. Suatu elemen dari semiring S dikatakan clear jika dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan
antara elemen unit dan elemen unit reguler di S.

Definisi 9. Semiring S dikatakan semiring clear jika setiap elemen tak nol dari S merupakan elemen clear.

Teorema 1. Setiap semiring bersih merupakan semiring clear, tetapi tidak setiap semiring clear merupakan
semiring bersih.

Bukti: Diambil sebarang semiring bersih S. Ini berarti setiap elemen di S merupakan elemen bersih, sehingga
dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antar elemen idempoten dan elemen unit di S. Dari Lemma 1.,
oleh karena setiap elemen idempoten juga merupakan elemen unit reguler, maka jelas bahwa setiap elemen di
S juga dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen unit dan elemen unit reguler di S. Ini berarti
setiap elemen di S merupakan elemen clear, sehingga S merupakan semiring clear. Dengan demikian, terbukti
bahwa setiap semiring bersih merupakan semiring clear.

Selanjutnya, dipandang semiring Z2*? dan [102 g] € Z2*2, Jelas bahwa [102 g] merupakan elemen clear

i g2 12 51_[17 71,[-5 -2] 17 7 2x2 -5 -2
di Z**“, sebab [0 0] = [12 5] + [_12 _5], dimana [12 5] € U(Z***) dan [_12 _5] €
Ureq (Z***). Andaikan [102 g] merupakan elemen bersih di Z2*2, maka [102 g] dapat dinyatakan sebagai

hasil penjumlahan antara elemen idempoten dan elemen unit dari Z2*2. Diperhatikan bahwa himpunan semua
elemen idempoten dari Z2*2 dapat ditentukan sebagai berikut:

@ =z Gllle Al al=[; diaveded)

- alleci Sl =lE daneaes

SO Rt B RO
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_{[ d]|_c(a+d) bc + d?
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Selanjutnya, dapat diselidiki elemen-elemen unit yang mengakibatkan [102 (5)] merupakan elemen bersih di

]= [(CZ Z];a,b,c,dez}

Z.2*2 sebagai berikut:
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Elemen Idempoten Calon Elemen Unit | Invers Calon Elemen Unit Keterangan
0 0 12 5 -
[0 0] [ 0 o] Bukan elemen unit di Z?*?
[0 0] [12 5 ] 1 5
0 1 0 -1 102 121 Bukan elemen unit di Z2*?
1 0 11 5 -
[0 0] [ 0 o] Bukan elemen unit di Z2*?
[1 0] [11 5 ] 1 5
0 1 0 -1 101 111 Bukan elemen unit di Z2*2
[0 0] [12 5 ] 1 5
ko1 -k -1 S5k—12 5k—12 o
k 12 Bukan elemen unit di Z2*?
5k —12 5k —12
[1 0] 11 5] 1
k 0 —k 0 0 -
1 11 Bukan elemen unit di Z2*?
5 5k
[0 k] [12 5-— k] 1 5-—-k%
01 0 -1 102 121 ] Bukan elemen unit di Z2*2
1 k 11 5—-k -
[0 0] [ 0 0 ] Bukan elemen unit di Z?*?

Dari tabel tersebut, jelas bahwa [102 g] tidak dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen

idempoten dan elemen unit di Z2*2. Ini kontradiksi dengan pernyataan sebelumnya, sehingga [102 (5)] bukan

merupakan elemen bersih di Z2*2. Dengan demikian, terbukti bahwa tidak setiap elemen clear merupakan
elemen bersih. Akibatnya, juga berlaku bahwa tidak setiap semiring clear merupakan semiring bersih.

4. KESIMPULAN

Dalam penelitian ini, telah dibahas mengenai definisi semiring bersih dan semiring clear, termasuk
definisi elemen idempoten, unit, dan unit reguler dalam konteks semiring. Berdasarkan analisis terhadap
definisi semiring bersih dan semiring clear, serta sifat-sifat elemen idempoten, unit, dan unit reguler pada
semiring, diperoleh bahwa setiap semiring bersih merupakan semiring clear. Hal ini disebabkan karena setiap
elemen idempoten pada semiring juga merupakan elemen unit reguler, sehingga setiap elemen bersih pada
semiring juga merupakan elemen clear. Namun demikian, dari penelitian ini juga diperoleh bahwa tidak setiap
semiring clear merupakan semiring bersih.
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